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  �سم الله الرحمن الرحيم
  مقدمة

  .له وصحبهآوعلى  سيدنا محمدرسول االله  الحمد الله رب العالمين، والصلاة والسلام على

  

 ،ولمبياد الرياضياتلأ و حلول تمارينعلى عزيزي القارئ  بين يديكيحتوي هذا الكتاب الذي نضعه 

  . ة جيدة لحل التمارين والمسائل الرياضيةقهجية فعالة وطرينم المتعلم كسابإهو  الهدف منه

 

لأن  ،بالبحث الشخصي عن الحل الواضح والمقنع عزيزي القارئ أنصحك المرجوة لبلوغ الغايات

  . الجوابقبل اطلاعك على  همشيء بل مجهودك وبحثك هو الأبفيدك تقراءتك للحل المقترح لن 

 

قق هذا الكتاب الغاية التي ألف من أجلها، وأن يسهم في مساعدة التلاميذ على وأملنا كبير أن يح

  .تجاوز الصعوبات التي تعترضهم، وأن يساهم في إثراء مراجع الأستاذ

  

  واالله ولي التوفيق

  

  

  

  اسطيط عبدالرحيم    
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�ولمبياد أ�ولٔ 
 1تمرين 

x  وy  وz عداد حقيقية موجبة قطعاأ  

 :  بين أن
2 2 2

x y z
x y z

y z x
+ + ≥ + +  

  

  2تمر�ن 
BA: نعتبر الشكل جانبه بحيث  BC=   

BAو  AD=  و( ) ( )AD BC⊥  

ˆ : احسب ˆBAC ADB+ 

 

  

  

  

  

  

 3تمر�ن 
EFG  مثلث متساوي الأضلاع والنقطةP داخله  

)يقطع  Eالمار من  EFGارتفاع المثلث  )FG  في النقطةD  

PB: بين أن  PC PA ED+ + = 
 4تمر�ن 

x x: أعداد حقيقية موجبة قطعا بحيث  wو  zو  yو    y z

y z w
= =  

: بين أن 
5 2 2 3 2

4 4 2 2

x y z x z x

y z w y zw w

+ +
=

+ +
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  %ل ٔ�ولمبياد أ�ول
 1تمر�ن 
):  لدينا  )

2

0x y− ≥  

2: يعني  2
2 0x xy y− + 2: يعني   ≤ 2

2x y xy+ : يعني   ≤
2 2

2x y xy

y y

+
≥ 

 : إذن 
2

2
x

y x
y

+ ≥   )1 ( 

 : وبنفس الطريقة نبين أن 
2

2
y

z y
z

+ ≥   )2 (  

 و                         
2

2
z

x z
x

+ ≥
   

 )3 ( 

:  طرف بطرف  3و  2و  1نجمع المتفاوتات 
2 2 2

2 2 2
x y z

y z x x y z
y z x

+ + + + + ≥ + +  

):  أي ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2
x y z

x y z x y z x y z x y z
y z x

+ + + + + − + + ≥ + + − + +  

 :الي توبال
2 2 2

x y z
x y z

y z x
+ + ≥ + +  

  2تمر�ن 
  

  

  

  

  
 

  
 

BA: لدينا  BC=  وBA AD=  

  على التوالي Aو  Bمتساويا الساقين في  ABDو  ABCإذن المثلثان 

ˆومنه  ˆBAC BCA=  وˆ ˆABD ADB=  

  Fهي قائمة الزاوية كلها في  BFDو  AFCو  BAFالمثلثات  بما أن
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ˆ: فإن  ˆ 90FAC ACB
°

+ ˆو   = ˆ 90BAF ABC
°

+ ˆو    = ˆ 90FBD BDA
°

+ =  

ˆ: نجمع المتساويات الثلاثة طرف بطرف  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 90 90 90FAC ACB BAF ABC FBD BDA
° ° °

+ + + + + = + +  

):  أي ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 90 90 90FAC BAF ACB ABC FBD BDA
° ° °

+ + + + + = + +  

ˆ: نعلم أن  ˆ ˆBAC FAC BAF= ˆو  + ˆ ˆABD ABC FBD= +  

ˆ:  أي ˆ ˆ ˆ 90 90 90BAC ACB ABD BDA
° ° °

+ + + = + +   

ˆ:  أي ˆ2 2 270BAC BDA
°

+ ˆ لأن    = ˆBAC BCA=  وˆ ˆABD ADB=   

):  أي )ˆ ˆ2 270BAC BDA
°

+ =  

ˆ :وبالتالي  ˆ 135BAC BDA
°

+ = 
 3تمر�ن 

  
  :مختلفتين بطريقتين  EFGنحسب مساحة المثلث 

 : الطريقة الأولى
2

EFG

ED FG
S

×
=

    
 )1 (  

  :  الطريقة الثانية

  :لدينا 

2 2 2

2

EFG PEG PFG PEF
S S S S

PB EG PC FG PA EF

PB EG PC FG PA EF

= + +

× × ×
= + +

× + × + ×
=

  

FGنعلم أن  EG EF= =   
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: إذن 
2

EFG

PB FG PC FG PA FG
S

× + × + ×
= 

):   ومنه )

2
EFG

FG PB PC PA
S

+ +
=

   
 )2 (  

): نستنتج أن  2و  1من  )

2 2

FG PB PC PA ED FG+ + ×
=  

):  أي )2 2

2 2

FG PB PC PA ED FG

FG FG

+ + ×
× = ×  

PB : وبالتالي PC PA ED+ + = 

 4تمر�ن 
x: نضع  y z

k
y z w

= = =  

z: يعني  kw=  وy zk=  وx yk=  

z: يعني  kw=  و( )y kw k=  وx yk=  

z:  إذن  kw=  2وy wk=  و( )2 3
x wk k k w= =  

: بين أن لن
5 2 2 3 2

4 4 2 2
0

x y z x z x

y z w y zw w

+ +
− =

+ +
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

5 2 32 23 2 35 2 2 3 2 3

4 24 4 2 2
2 4 2 2

15 5 4 2 2 2 9 3 2 2

3

8 4 4 4 2 2

15 5 6 4 11 5

3

9 5 4 5 5

6 4

k w wk kw k w kwx y z x z x wk

y z w y zw w wwk kw w wk kw w

k w k w k w k w k w
k

k w kw w k w kww

k w k w k w
k

k w w k w

k w

+ ++ +
− = −

+ + + +

+ +
= −

+ +

+ +
= −

+ +

=

9 5
1k w k w+ +( )

4
w

9 5
1k w k w+ +( )

( )

3

2
6 3 3 3 3 3

0

k

k k k k k k

−

= − = − = − =

  

 :وبالتالي 
5 2 2 3 2

4 4 2 2

x y z x z x

y z w y zw w

+ +
=

+ +
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�ولمبياد الثانئ 
  1تمر�ن 

x  وy  وz  3: أعداد حقيقية موجبة قطعا بحيثx y z+ + =  

3: بين أن 

2

yx z

y z x z x y
+ + ≥

+ + +
 

 2تمر�ن 
EFG  مثلث متساوي الساقين فيE  وA  نقطة من[ ]FG  

]و  ]FD  الإرتقاع الموافق للضلع[ ]EG  

)على  Aهما المسقطان العموديان للنقطة  Cو  Bو النقطتان  )EF  و( )EG على التوالي  

FD: بين أن  AB AC= + 

 3ر�ن تم
x  وy  وz  1: أعداد حقيقية موجبة قطعا بحيث 1 1

x y z
y z x

+ = + = +  

1xyz: بين أن  =  
 

  4تمر�ن 
ECDB  رباعي محاط بدائرة   

 )جانبه  أنظر الشكل( 

EC: بين أن   DB DC EB BC ED× + × = ×     
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  %ل ٔ�ولمبياد الثاني
  1تمر�ن 
): لدينا   )

2

1 0x − ≥  

): يعني  ) ( ) ( )
2

1 2 0 2x x x− × − − ≤ × − −     )2 0x− − ≤ (  

): يعني  ) ( )2 1 2 0x x x− + × − − ≤
 

    

2x: يعني  x x− − 2x+ 4 2 0x x+ − − ≤  

3: يعني  2 0x x x− + − ≤      

): يعني    )3 2x x− ≤   

: يعني  
( )

1 1

23x x
≥

−
        )3 0x y z− = + > (  

): يعني  )
( )

( )
2 21 1

23
x x

x x
× ≥ ×

−
  

 :إذن  
2

x x

y z
≥

+   
 )1 ( 

 :بنفس الطريقة نبين أن 
2

y y

x z
≥

+   
 )2 (  

 و                      
2

z z

x y
≥

+  
 )3 (  

:  طرف بطرف   3و  2و  1 نجمع المتفاوتات
2 2 2

yx z x y z

y z x z x y
+ + ≥ + +

+ + +
  

: أي 
2

yx z x y z

y z x z x y

+ +
+ + ≥

+ + +
  

3 :وبالتالي 

2

yx z

y z x z x y
+ + ≥

+ + +  
 

  2تمر�ن 
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: لدينا 

EFG EFA EAG
S S S= +    

 )
EFG

S  : مساحة مثلثEFG     ،،
EFA

S  : مساحة مثلثEFA    ،،
EAG

S : مساحة مثلثEAG(  

: يعني 
2 2 2

EG FD AB EF AC EG× × ×
= +  

: يعني 
2 2

EG FD AB EF AC EG× × + ×
=  

: يعني 
2 2

EG FD AB EG AC EG× × + ×
=  )EF EG=  لأن المثلثEFG  متساوي الساقين فيE (  

): يعني  )

2 2

EG AB ACEG FD +×
=  

2: يعني 

EG

EG
×

2

FD× 2
=

EG

EG
×

( )

2

AB AC+  

FD: إذن  AB AC= +                                                                                                                                                                                         

 3تمر�ن 
1: لدينا  1

x y
y z

+ = +  

1:يعني   1
x y

z y
− = −

  
y :يعني    z

x y
zy

−
− =

 
y: يعني     z

zy
x y

−
=

−
 

) :إذن  )x y z
xyz

x y

−
=

−   
 )1 (  

1: لدينا  1
y z

z x
+ = +  

1:   يعني 1
y z

x z
− = z :يعني     − x

y z
xz

−
− z: يعني    = x

xz
y z

−
=

−
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) :إذن  )y z x
xyz

y z

−
=

−    
 )2 (  

1: لدينا  1
x z

y x
+ = +  

1: يعني   1
z x

y x
− = x :يعني     − y

z x
xy

−
− = 

x :إذن  y
xy

z x

−
=

−    
 )3 (  

)  : طرف بطرف   2و  1نضرب المتساويتان  ) ( )
x y z

xyz xyz
−

× =
( ) ( )y z x

x y y z

−
×

− −
  

) :ومنه  )
( )2 xy z x

xyz
x y

−
=

−    
 )4 (  

) :نستنتج أن  4و  3من  )
( )

2

x y
z x

z x
xyz

x y

− 
− 

− 
=

−
  

): أي  )
2 x y

xyz
−

=
z x−

z x−
×

x y−
1=  

0xبما أن  0yو  < 0zو  < 0xyz: إن أعداد حقيقية موجبة ف < >  

1xyz: وبالتالي  = 
  4تمر�ن 

  
  
  

      
 
  
 

]على   Fنضع النقطة  ]BC  بحيث:  ˆ ˆCDE BDF=    )1 (  

  زاويتان محيطيتان تحصران نفس القوس  DECˆو  DBFˆ بما أن

ˆ: فإن ˆDBF DEC=     )2 (  

  متشابهان  DBFو  CEDالمثلثان  نستنتج أن  2و  1من 
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DB أي BF

DE CE
=   

DB  ومنه  CE BF DE× = ×     )3 (  

ˆ: لدينا  ˆCDE BDF=  

ˆ:  يعني ˆ ˆ ˆCDE EDF BDF EDF+ = +  

ˆ:  إذن ˆCDF EDB=    )4 (  

  زاويتان محيطيتان تحصران نفس القوس  DEBˆو  DCFˆ بما أن

ˆ: فإن ˆDCF DEB=    )5 (  

   متشابهان DBEو  DFCنستنتج أن المثلثان  5و  4من 

DC : أي  CF

DE BE
=    

DC  : ومنه  BE CF DE× = ×   )6 ( 

DB :طرف بطرف  3و 6نجمع المتساويتين  CE DC BE BF DE CF DE× + × = × + ×  

): أي   )DB CE DC BE DE BF CF× + × = +   

EC :وبالتالي  DB DC EB BC ED× + × = ×  
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�ولمبياد الثالثٔ  
  1تمر�ن 

x  وy  وz أعداد حقيقية موجبة قطعا  

xyبين أن   xz yz
x y z

z y x
+ + ≥ + +  

 2تمر�ن 
AHB  مثلث بحيث: ˆ 120ABH

°
=  

]و )BC الزاوية  منصف هوˆABH )[ ]C HA∈ (  

)والموازي للمسستقيم  Hالمستقيم المار من  )CB   المستقيميقطع( )AB  في النقطةD  .    

1: بين أن   1 1

BH AB CB
+ =  

 

  3تمر�ن 
x  وy  وz أعداد حقيقية غير منعدمة بحيث  :( )

2 2 2 2
x y z x y z+ + = + +  

1: بين أن  1 1
0

x y z
+ + =  

  4تمر�ن 
ABC ]منتصف  Dمثلث و النقطة    ]BC   

)و  )AE  الإرتفاع الموافق للضلع[ ]BC    )( )E BC∈ (  

)على  Cو  Bهما المسقطان العموديان على التوالي للنقطتين  Gو  Fو النقطتان  )AD  

CGبين أن  BF=  
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 %ل ٔ�ولمبياد الثالث
  1تمر�ن 
a: بحيثأعداد حقيقية موجبة قطعا  cو  bو  a لتكن xy=  وb yz=  وc xz=  

):  لدينا  )
2

0a b− )و  ≤ )
2

b c−  و( )
2

0c a− ≥  

):  أي ) ( ) ( )
2 2 2

0a b b c c a− + − + − 2:  أي  ≤ 2 2 2 2 2
2 2 2 0a ab b b bc c c ac a− + + − + + − + ≥  

2:  أي 2 2
2 2 2 2 2 2 0a b c ab bc ac+ + − − − ):  أي  ≤ ) ( )2 2 2

2 2a a a ab bc ac+ + ≥ + +  

):  أي ) ( )2 2 21 1
2 2

2 2
a b c ab bc ac

abc abc
× + + ≥ × + + 

:  أي
2 2 2

a b c ab bc ac

abc abc abc abc abc abc
+ + ≥ + +  

:  أي
2 2 2 2 2 2 2 2 2

a b c a b b c a c

abc abc abc abc abc abc
+ + ≥ + +  

:  أي
2 2 2a b c ab bc ac

c a babc abc abc
+ + ≥ + +  

:  أي
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

x y y z x z xy z yz x x yz

xz xy yzx y z x y z x y z
+ + ≥ + +  

 : أي 
2 2 2 2 2 2

2 2 2x y y z x z
y z x

xyz xyz xyz
+ + ≥ + +  

xy : وبالتالي  yz xz
y z x

z x y
+ + ≥ + +  

  2تمر�ن 
  
  
  
  
  
  
  

] بما أن )BC هو منصف الزاوية ˆABH  
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:  فإن
ˆ 120ˆ ˆ 60
2 2

ABH
ABC HBC= = = =  

ˆولدينا  ˆ ˆDBA HBD ABH= +  

ˆ :إذن  ˆ ˆ 180 120 60HBD DBA ABH
° ° °

= − = − =     )1 (  

)المستقيمان  بما أن  )CB  و( )HD  متوازيان و( )HB قاطع لهما  

ˆ : فإن ˆ 60BHD HBC
°

= =    )2 (  

ˆ :ولدينا  ˆ ˆ 180HDB DHB HBD+ + =  

) أي )ˆ ˆ ˆ180HDB DHB HBD= − +   

)  ومنه )ˆ 180 60 60 180 120 60HDB
° ° ° ° ° °

= − + = − =    )3 (  

  متساوي الأضلاع HDBنستنتج أن المثلث  3و  2و  1من 

HDومنه   HB DB= =  

)لدينا   ) ( )/ /HD CB   

AH: حسب مبرهنة طاليس المباشرة إذن  AD DH

AC AB CB
= =   

AD:   أي DH

AB CB
=  

AB  :   أي  BD BH

AB CB

+
=      )HD HB DB= ADو   = AB BD= + (  

1AB:   أي BH

AB BH CB

+
=

×
   

AB:   أي

AB

BH

BH
+

× AB BH×

1

CB
=   

1 :  وبالتالي  1 1

BH AB CB
+ =  

  3تمر�ن 
): لدينا  )

2 2 2 2
x y z x y z+ + = + +    

):  أي ) ( )
2 2 2 2 2

2x y x y z z x y z+ + + + = + +  

):  أي )2 2 2 2 2 2
2 2x xy y x y z z x y z+ + + + + = + +   

):أي  )2 2 0xy x y z+ + ):  أي  = )2 0xy xz yz+ + =     

1:  أي

2
2

xyz
× ( )

1
0

2
xy xz yz

xyz
+ + = 0:  أي  ×

xy xz yz

xyz xyz xyz
+ + =  
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1 : وبالتالي  1 1
0

x y z
+ + = 

  4تمر�ن 

  
  بطريقتين محتلفتين ACDو  ABDنحسب مساحة المثلثين 

  :الطريقة الأولى 

:  لدينا 
2

ABD

AE BD
S

×
و   =

2
ACD

AE CD
S

×
=   

 )
ABD

S  هي مساحة المثلثABD  و
ACD

S  هي مساحة المثلثACD (  

BDنعلم أن  CD=   

 إذن 
ABD ACD

S S=  

  : الطريقة الثانية 

: لدينا 
2

ABD

AD BF
S

×
و  =

2
ACD

AD CG
S

×
=  

بما أن 
ABD ACD

S S=   

:  فإن
2 2

AD BF AD CG× ×
=  

2: يعني 

AD

AD
×

2

BF× 2
=

AD

AD
×

2

CG×  

BF :وبالتالي  CG=  
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�ولمبياد الرابعٔ  
  1تمر�ن 

x  وy عددان حقيقيان  موجبان قطعا  

بين أن  
4 2 4 2

1x y

x y y x xy
+ ≤

+ +
  

  
  2تمر�ن 

 ABC  مثلث والنقطD  وE  وF  هي  على التوالي  

]منتصفات القطع  ]BC  و[ ]AC  و[ ]AB  

: ين أن ب
2

AB AC BC
AD CE BF AB AC BC

+ +
< + + < + +  

  

  3تمر�ن 
EFG  مثلث قائم الزاوية فيE   

4: بين أن     4 4
EF EG FG+ <  

  

 4تمر�ن 

  : بين ان 

  

  
  
  

1 3 5 2012 2014 1
...

2 4 6 2013 2015 2016
× × × × × <
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  %ل ٔ�ولمبياد الرابع
  1تمر�ن 
): لدينا  )

2
2

0x y+ ≥  

4:  أي 2 2
2 0x x y y− + 4:  أي  ≤ 2 2

2x y x y+ :  أي  ≤
4 2 2

1 1

2x y x y
≤

+
:  أي  

4 2 2
2

x x

x y x y
≤

+
  

:   إذن 
4 2

1

2

x

x y xy
≤

+
    )1  (  

 :  بنفس الطريقة نبين أن 
4 2

1

2

y

y x yx
≤

+    
 )2 ( 

: طرف بطرف  2و  1 نجمع المتفاوتات
4 2 4 2

1 1

2 2

x y

x y y x xy yx
+ ≤ +

+ +
  

:  ومنه
4 2 4 2

2x y

x y y x
+ ≤

+ + 2 xy
   :وبالتالي       

4 2 4 2

1x y

x y y x xy
+ ≤

+ +
 

 2تمر�ن 

  Dبالنسبة للنقطة  Aلة مماث Mلتكن 

  
]منتصف  Dلدينا  ]BC  
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   Dبالنسبة للنقطة  Bهي مماثلة  Cإذن 

  Dبالنسبة للنقطة  على التوالي  Bو  A تيمماثل ماه Mو  C ن بما أ

AB : فإن CM=    )1 (  

AM :لدينا  ACMث في المثل AC CM< +  )2 (  

AM :نستنتج أن   2و  1من  AC AB< +  

2AMنعلم أن  AD=   )لأن M  مماثلةA  بالنسبة للنقطةD   يعني D  منتصف[ ]AM (  

2AD أي   AC AB< +     )3 (       

AC :  لدينا ADBو  ADC انفي المثلث AD DC< +   )4 (   

AB و  AD DB< +   )5 (  

AC: طرف بطرف  5و  4نجمع المتفاوتتين  AB AD DC AD DB+ < + + +  

BC: نعلم أن  BD DC= +  

2AC:  أي AB AD BC+ < +    

2AC :إذن  AB BC AD+ − <   )6 (  

2AC :نستمنج أن  6و  3من  AB BC AD AC AB+ − < < +   )7 (  

2AC :بنفس الطريقة نبين أن  BC AB CE AC BC+ − < < +    )8 (  

2AB و          BC AC BF AB BC+ − < < +    )9 ( 

: طرف بطرف  9و   8و  7نجمع المتفاوتات 
2 2 2AC AB BC AC BC AB AB BC AC AD CE BF AC AB AC BC AB BC+ − + + − + + − < + + < + + + + +

  :  أي

 AC AB+ BC− AC+ BC+ AB− AB BC AC+ + − ( )2 2 2 2AD CE BF AC AB BC< + + < + + 

 

):  أي  )
1 1

2 2
AB AC BC× + + < 2× ( )

1

2
AD CE BF+ + < 2× ( )AC AB BC+ +  

 :وبالتالي 
2

AB AC BC
AD CE BF AB AC BC

+ +
< + + < + +  

  3تمر�ن 
   Eمثلث قائم الزاوية في  EFGلدينا 
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2: إذن  2 2
EF EG FG+ =  

)  لنحدد إشارة الفرق  )4 4 4
EF EG FG+ −  :  

( ) ( )

( ) ( )

2 2
4 4 4 2 4 4 2 2 4 4

2 2
2 2 2 2 4 4

4

2

FG EF EG FG EF EG EF EG EF EG

EF EF EG EG EF EG

EF

− − = − − = + − −

= + × + − −

=
2 2 4

2EF EG EG+ × +
4

EF−
4

EG−

2 2
2 0EF EG= × >

 

4 : وبالتالي    4 4
EF EG FG+ <  

 4تمر�ن 
  و    : نضع 

  : لدينا 

  

  : يعني 

  : يعني 

  : يعني 

  : يعني 

  : لنحسب 

  : لدينا 

  : إذن 

 : وبالتالي 

1 3 5 2012 2014
...

2 4 6 2013 2015
X = × × × × ×

2 4 6 2013 2015
...

3 5 7 2014 2016
Y = × × × × ×

1 2

2 3

3 4

4 5

2012 2013

2013 2014

2014 2015

2015 2016

<

<

<

<

M

1 3 5 2012 2014 2 4 6 2013 2015
... ...

2 4 6 2013 2015 3 5 7 2014 2016
× × × × × < × × × × ×

X Y<

2X XY<

2
X X XY= <

XY

1

2
XY =

2
×

3

3
×

4

4
×

5

5
×

6

6
×

7

2012
...× ×

2013

2013
×

2014

2014
×

2015

2015
×

1

2016 2016
=

1 1

2016 2016
XY = =

1 3 5 2012 2014 1
...

2 4 6 2013 2015 2016
X XY= × × × × × < =
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�ولمبياد الخامسٔ 
  1تمر�ن 

x  وy  وz أعداد حقيقية موجبة قطعا  

): بين أن  )
1 1 1

9x y z
x y z

 
+ + + + ≥ 

 
  

  2تمر�ن 
 

EFGH  رباعي محدب قطراه  

[ ]EG  و[ ]FH  يتقاطعان  

  كماهو مبين Oفي النقطة  

  في الشكل جانبه 

P : محيط الرياعيEFGH  

1: بين أن  

2
P EG FH P< + <   

 

 

  

 3تمر�ن 

  احسب 

  

  4تمر�ن 
  )تبرير الإنشاء (  10قطعة طولها أنشئ 

  

  

1 1 1 1
....

1 2 3 4 5 6 99 100

1 1 1 1 1
...

51 100 52 99 53 98 99 52 100 51

+ + + +
× × × ×

+ + + + +
× × × × ×
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 %ل ٔ�ولمبياد الخامس
  1تمر�ن 

)نحدد إشارة الفرق  )
1 1 1

9x y z
x y z

 
+ + + + − 

 
  :  

  : لدينا 

( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1
9 9

1 1 1 9

6

2 2 2

2 2 2

x x x y y y z z z
x y z

x y z x y z x y z x y z

x x y y z z

y z x z x y

x x y y z z

y z x z x y

x y y z z x

y x z y x z

x y xy y z zy x z xz

xy zy xz

x y z y x z

xy zy xz

 
+ + + + − = + + + + + + + + − 

 

= + + + + + + + + −

= + + + + + −

= + − + + − + + −

+ − + − + −
= + +

− − −
= + +

  

)نعلم أن  )
2

0x z− )و  ≤ )
2

0x y− )و  ≤ )
2

0z y− ≥   

0xبما أن  0yو  < 0zو   < 0xy: فإن  < 0zyو  < 0xzو  < >  

): إذن  )
( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1 1
9 0

x y z y x z
x y z

x y z xy zy xz

− − − 
+ + + + − = + + ≥ 

 
  

) : وبالتالي  )
1 1 1

9x y z
x y z

 
+ + + + ≥ 

 
  

  

  2تمر�ن 
  :هو  EFGHمحيط الرباعي 

P EF FG GH HE= + + +  
EG: لدينا  EHGو  EFGفي المثلثين  EF FG< EGو  + EH HG< +  

EG:  نجمع المتفاوتيتين طرف بطرف   EG EF FG EH HG+ < + + +  

2EG  : أي P<  
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 :إذن  
2

P
EG <

   
 )1 (     

FH: لدينا  HGFو  EHFفي المثلثين  EF EH< FHو  + GF HG< +   

FH:  نجمع المتفاوتيتين طرف بطرف   FH EF EH GF HG+ < + + +  

2FH  : أي P<  

 :إذن  
2

P
FH <   )2 (  

EG: نستنتج أن  2و  1من  FH P+ <   )3 (   

EF :لدينا  EOHو  HGOو  FOGو  EFOفي المثلثات  EO OF< +  

FGو  OF OG< HGو  + OG OH< EHو  + OH OE< +  

EF :نجمع المتفاوتات طرف بطرف FG HG EH EO OF OF OG OG OH OH OE+ + + < + + + + + + +  

):    أي ) ( )2 2P EO OG OF OH< + + 2:    أي   + 2P EG FH< +  

):    أي )2P EG FH<  :  أي  +
2

P
EG FH< +

   
 )4 (  

1   : نستنتج أن   4و  3من 

2
P EG FH P< + < 

  3تمر�ن 
    : نضع 

  و  

  : لدينا 

  : يعني 

  : يعني 

  : يعني 

  : يعني 

  : يعني 

  : يعني 

1 1 1 1
...

1 2 3 4 5 6 99 100
X = + + + +

× × × ×

1 1 1 1 1
...

51 100 52 99 53 98 99 52 100 51
Y = + + + + +

× × × × ×

1 1 1 1
...

1 2 3 4 5 6 99 100
X = + + + +

× × × ×

1 1 1 1 1 1 1
1 ...

2 3 4 5 6 99 100
X

       
= − + − + − + + −       
       

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 ... 2

2 2 3 4 4 5 6 6 99 100 100
X

              
= + − × + + − × + + − × + + + − ×              

              

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... 2 ...

2 3 4 5 6 99 100 2 4 6 100
X

   
= + + + + + + + − + + +   
   

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

2 3 4 5 6 99 100 2 3 50
X

   
= + + + + + + + − + + +   
   

1 1 1 1 1
...

51 52 53 99 100
X = + + + +

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
... ...

51 52 53 99 100 51 52 53 99 100
X X

   
+ = + + + + + + + + +   
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  : يعني 

  : يعني 

1: يعني  1 1 1 1
2 151 ...

51 100 52 99 53 98 99 52 100 51
X

 
= + + + + + 

× × × × × 
  

  : يعني 

  :وبالتالي 

  4تمر�ن 
  : المرحلة الأولى

: بحيث  Bقائم الزاوية في  ABCننشئ المثلث 

1AB BC= =  
: جسب مبرهنة فيتاغورس المباشرة إذن 

2 2 2
AC AB BC= +  

2: يعني  2 2
1 1 1 1 2AC = + = + 2AC :ومنه  = =  

  : المرحلة الثانية

قائم الزاوية في  ADCبحيث  المثلث  Dننشئ النقطة 

C  2: بحيثDC =  

2: جسب مبرهنة فيتاغورس المباشرة إذن  2 2
AD AC DC= +  

): يعني  )
2

2 2
2 2 2 4 6AD = + = + 6AD :ومنه   = =  

  : المرحلة الثالثة

': بحيث  Dقائم الزاوية في  ADA'بحيث  المثلث  A'ننشئ النقطة  2DA =  

2: تاغورس المباشرة إذن جسب مبرهنة في 2 2
' 'AA DA AD= +  

): يعني  )
2

2 2
' 2 6 4 6 10AA = + = + =  

': ومنه  10AA = 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 ...

51 100 52 99 53 98 99 52 100 51
X

         
= + + + + + + + + + +         
         

151 151 151 151 151
2 ...

51 100 52 99 53 98 99 52 100 51
X = + + + + +

× × × × ×

2 151X Y=

151

2

X

Y
=
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�ولمبياد السادسٔ  
  1تمر�ن 

x  وy  وz  0(أعداد حقيقية موجبةx 0yو  < 0zو  < > (  

2بين أن    -1
x y

y x
+ ≥  

6: استنتج أن  -2
x y y z x z

z x y

+ + +
+ + ≥   

 2تمر�ن 

x  وy  وz 7: عداد حقيقية بحيث أ 8 4

8 4 7

x y z

x y z

− + =


+ − =
  

2: بين أن  2 2
1x y z− + = 

  3تمر�ن 
  :في الشكل جانبه لدينا 

( ) ( )/ /AC BD  8وAC =  

4BDو    نقطة Eو  =

)تقاطع  )BC  و( )AD  

]نقطة من القطعة  Fو  ]AB  بحيث( ) ( )/ /EF BD  

 EFاحسب 

  

 4تمر�ن 
x  وy  وz أعداد حقيقية موجبة قطعا وm عدد حقيقي  

1xyz: بحيث   2و   = 2 2
1

1 1 1

xm ym zm

xy x yz y xz z
+ + =

+ + + + + +
  

1: بين أن 

2
m =  
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  %ل ٔ�ولمبياد السادس
  1تمر�ن 

): لدينا   -  1 )
2

2 2 2 2
2

2 2 0
x yx y x y x xy y

y x xy xy xy

−+ − +
+ − = − = = ≥  

)لأن  (  )
2

0x y− 0xyو  ≤ > (  

2: إذن 
x y

y x
+ ≥   

2: حسب السؤال السابق لدينا   -2
x y

y x
+ ≥    )1 (  

2 :بنفس الطريقة نبين أن      
y z

z y
+ ≥

       
 )2 (  

2 و                            
x z

z x
+ ≥

      
 )3 (  

  : طرف بطرف  3و  2و  1نجمع المتفاوتات 

2 2 2
x y y z x z

y x z y z x
+ + + + + ≥ + +  

2:  أي 2 2
x y y z x z

z x y

+ + +
+ + ≥ + +

  
6:  إذن 

x y y z x z

z x y

+ + +
+ + ≥

  
 

 2تمر�ن 
  

):      نضع  )

( )

7 8 4 1

8 4 7 2

x y z

x y z

− + =


+ − =
  

)نضرب المعادلة  )والمعادلة  2في  1( ):  1في  2( )

( )

7 8 4 2

8 4 7 1

x y z

x y z

− + = ×


+ − = ×
  

2: يعني  14 16 8

8 4 7

x y z

x y z

− + =


+ − =
  

2: نجمع المعادلتين المحصل عليهما طرف بطرف  14 16 8 4 8 7x y z x y z− + + + − = +  
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10: يعني  10 15 15x y z− + =  

): يعني  ) ( )10 15 1x y z− = −  

): إذن  ) ( )
15 3

1 1
10 2

x y z z− = − = −   )3 (  

:  2في  )  2( والمعادلة  −1في  )  1(  ضرب المعادلة ن
( )( )

( )

7 8 4 1

8 4 7 2

x y z

x y z

 − + = × −


+ − = ×
  

7:  أي 8 4

16 8 2 14

x y z

x y z

− + − = −


+ − =
  

7: نجمع المعادلتين المحصل عليهما طرف بطرف  8 16 8 2 4 14x y z x y z− + − + + − = − +  

15: يعني  15 10 10x y z+ − =  

): يعني  ) ( )15 10 1x y z+ = +  

): إذن  ) ( )
10 2

1 1
15 3

x y z z+ = + = +   )4 (  

): طرف بطرف  4و  3نضرب المتساويتان  ) ( )
3

x y x y− × + =
2

( )
2

1 z− ×
3

( )1 z+  

2: يعني  2 2
1x y z− = −  

2 :وبالتالي  2 2
1x y z− + = 

  3تمر�ن 
  : ABCبتطبيق طاليس المباشرة في المثلث 

     BF BE EF

BA BC AC
= BF ومنه   = EF

BA AC
=

    
 )1 (  

  : ADBق طاليس المباشرة في المثلث بتطبي

     AF AE EF

AB AD DB
= AF  ومنه = EF

AB DB
=      )2 (  

 :طرف بطرف نجد  2و  1 نجمع المتساويتان
BF AF EF EF

BA AB AC DB
+ = +  

1  : يعني 1
1

BF AF AB
EF

AC DB AB AB

+ 
+ = = = 

 
  

1   : إذن  1 1

AC DB EF
+ =  

  :   التطبيق العددي 
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1 1 1 4 8 12

8 4 32 32

32 8

12 3

EF

EF

+
= + = =

= =
 

  

 4تمر�ن 
1xyz: بما أن  1 : فإن  =

yz
x

1 و    =
xz

y
=  

2:  لدينا  2 2
1

1 1 1

xm ym zm

xy x yz y xz z
+ + =

+ + + + + +
  

2: يعني  2 2
1

1 11
1 1

xm ym zm

xy x
y z

x y

+ + =
+ +

+ + + +

  

2: يعني  2 2
1

1 11

xm ym zm

xy x yz yxy x

x y

+ + =
+ + + ++ +

  

2: يعني  2 2
1

1 1 1

xm xym yzm

xy x xy x yz y
+ + =

+ + + + + +
  

2: يعني  2 2
1

11 1
1

xm xym yxm

xy x xy x
y

x

+ + =
+ + + +

+ +

  

2: يعني  2 2
1

11 1

xm xym yzm

xy xxy x xy x

x

+ + =
+ ++ + + +

  

2: يعني  2 2
1

1 1 1

xm xym xyzm

xy x xy x xy x
+ + =

+ + + + + +
  

2: يعني  2 2 1
1

1

xm xym m

xy x

+ + × ×
=

+ +
  

: يعني 
2 1m x xy+ +( )

1xy x+ +
1=  

2: يعني  1m =  

1 :وبالتالي 

2
m =  
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�ولمبياد السابعٔ 
  1تمر�ن 

x  وy  وz قطعا أعداد حقيقية موجبة  
1:ن بين أ -1 1 4

x y x y
+ ≥

+
  

1: استنتج أن  -2 1 1 1 1 1

2 2 2x y z x y y z z x
+ + ≥ + +

+ + +
 

 2تمر�ن 
] :في الشكل جانبه لدينا  ]S PM∈  و[ ]R NM∈  

)و  ) ( )/ /AR NS  و( ) ( )/ /PR BS  

 

MA: بين أن  MB

MP MN
=  

  

  

  

  3تمر�ن 
ABC    Cمثلث قائم الزاوية في  

K: بين أن   k K
BC AB AC> +     )2K > (  

  4تمر�ن 
x  وy  وz  و'x  و'y  و'z قطعا بحيث  أعداد حقيقية موجبة :

' ' '

x y z
m

x y z
= = =  

): بين أن  )( )' ' ' ' ' 'xx yy zz x y z x y z+ + = + + + + 
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  %ل ٔ�ولمبياد السابع
  1تمر�ن 

): لدينا  -1 )

( ) ( )

( )

( )

2 2
2 241 1 4 4 2

0
x y xy x yy x x xy y

x y x y xy x y xy x y xy x y xy x y

+ − −+ − +
+ − = − = = = ≥

+ + + + +
  

): لأن (  )
2

0x y− 0xلدينا  و ≤ 0yو  < ) يعني  < ) 0xy x y+ ≥ (  

1 :إذن  1 4

x y x y
+ ≥

+
  

1: حسب السؤال السابق لدينا   -2 1 4

x y x y
+ ≥

+
   )1  (  

1: بنفس الطريقة نبين أن            1 4

y z y z
+ ≥

+
   )2 (    

1 و                                 1 4

x z x z
+ ≥

+  
 )3 (  

1: طرف بطرف  3و  2و  1نجمع المتفاوتات   1 1 1 1 1 4 4 4

x y y z x z x y y z x z
+ + + + + ≥ + +

+ + +
  

2:  أي 2 2 1 1 1
4

x y z x y y z x z

 
+ + ≥ + + 

+ + + 
   

1:  أي 1 1 1 1 1 1 1
2 4

4 4x y z x y y z x z

   
× + + ≥ × + +   

+ + +   
  

1:  أي 1 1 1 1 1 1

2 x y z x y y z x z

 
+ + ≥ + + 

+ + +   
1 : وبالتالي  1 1 1 1 1

2 2 2x y z x y y z z x
+ + ≥ + +

+ + +
 

  2تمر�ن 
): لدينا  MSNفي المثلث   ) ( )/ /AR NS    

MA: حسب مبرهنة طاليس المباشرة إذن  MR AR

MS MN SN
= MAومنه    = MR

MS MN
=

 
MS أي  MR MA MN× = ×    )1 (  

): لدينا  MRPفي المثلث   ) ( )/ /PR BS   

MB: حسب مبرهنة طاليس المباشرة إذن  MS BS

MR MP PR
= MBومنه  = MS

MR MP
=  

MS أي MR MB MP× = ×   )2 (  
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MA: نستنتج أن  2و  1من  MN MB MP× = ×  

MA :لتالي وبا MB

MP MN
= 

  3تمر�ن 
ABC:  لدينا     Cمثلث قائم الزاوية في  

2: إذن  2 2
BC AB AC= +  

2Kنضرب طرفي المتساوية في 
BC

2: فنحصل على  − 2 2 2 2 2K K K
BC BC AB BC AC BC

− − −
× = × + ×  

2:    يعني  2 2 2K K K
BC AB BC AC BC

− −
= × + ×    )1 (  

BC: لدينا  AB>  وBC AC>   2: يعني 2K K
BC AB

− −
2و  < 2K K

BC AC
− −

>  

2: يعني  2 2 2K K
BC AB AB AB

− −
× > 2و  × 2 2 2K K

BC AC AC AC
− −

× > ×  

2: إذن  2K k
BC AB AB

−
× 2و   < 2K K

BC AC AC
−

× >    )2 ( 

K: نستنتج أن  2و  1من  k K
BC AB AC> +   

  4تمر�ن 
: لدينا 

' ' '

x y z
m

x y z
= = =  

x': إذن  mx=  و'y my=  و'z mz= 

  :لدينا

( )

2 2 2

' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' '

' ' '

' ' '

xx yy zz mx x my y mz z

mx my mz

x m y m z m

m x y z

+ + = + +

= + +

= + +

= + +

  

  و

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '

' ' '

x y z x y z mx my mz x y z

m x y z x y z

m x y z

+ + + + = + + + +

= + + + +

= + +

  

) :إذن  )( )' ' ' ' ' 'xx yy zz x y z x y z+ + = + + + + 
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�ولمبياد الثامنٔ  
 1تمر�ن 

x  وy ن موجبان قطعاعددا  

: بين أن 
1 1 1

x y x y

xy x x y

+
≤ +

+ + + +  
 2تمر�ن 

EFGH  مربع 

  توجد في داخله Pو النقطة 

  كماهو مبين في الشكل جانبه   

2:  بين أن  2 2 2
GP EP HP FP+ = +  

  
 

  3تمر�ن 
x  وy  عددين حقيقيين مختلفين غير منعدمين بحيث :( )( )3 2x y x y xy− − =  

xاحسب   y

x y

+

−
  

 4تمر�ن 
   :نعتبر الشكل جانبه بحيث 

ABDC  6مربع وBD cm=  وr هو  

)لدائرة شعاع ا  )C   

1r: بين أن  cm=  
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 ل ٔ�ولمبياد الثامن%
 1تمر�ن 
0x: لدينا  0yو  < >  

x: يعني  y x+ ≥ 1: يعني      1x y x+ + ≥ 1: يعني   + 1

1 1x y x
≤

+ + +
  

 :إذن 
1 1

x x

x y x
≤

+ + +    
 )1 (  

 :بنفس الطريقة نبين أن 
1 1

y y

y x y
≤

+ + +    
 )2 (  

 

: نستنتج أن  2و  1من 
1 1 1 1

x y x y

x y y x x y
+ ≤ +

+ + + + + +
  

 :وبالتالي 
1 1 1

x y x y

x y x y

+
≤ +

+ + + +  
 

 2تمر�ن 
 
  
  
  
  
  
  
  
  

]على  Pالمسقط العمودي للنقطة  Aتعتبر النقطة  ]EF  

]على  Pالمسقط العمودي للنقطة  Cو النقطة  ]FG  

]على  Pالمسقط العمودي للنقطة  Bو النقطة  ]GH  
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] على Pالمسقط العمودي للنقطة  Dو النقطة  ]EH  

  : PHBو  PCGو  AFPو  AEPنطبق مبرهنة فيثاغورس على المثلثات   
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

EP AP AE AP DP

PG PC CG PC PB

PF AP AF AP PC

PH PB HB PB DP

 = + = +


= + = +


= + = +
 = + = +

 )AE DP=  وCG PB=  وAF PC=  وHB DP= (  

  : إذن 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

PG EP PC PB AP DP

PB DP AP PC

PH PF

+ = + + +

= + + +

= +     

  

 3تمر�ن 

): لدينا  )( )3 2x y x y xy− − 2:  يعني    = 2
3 2 3 2 0x xy xy y xy− − + − =   

2:  يعني  2
3 6 2 0x xy y− + :  يعني     =

2

2 2
3 2 0

3

y
x xy
 

− + = 
 

    

:  يعني
2

2 2
2 0

3

y
x xy y
 

− + − = 
 

):  يعني   )
2

2

0
3

y
x y

 
− − = 

 
  

0:  يعني
3 3

y y
x y x y
  

− + − − =  
  

   

0: يعني 
3

y
x y− + 0و    =

3

y
x y− − =  

: يعني  
3

y
x y= و    −

3

y
x y= +  

  :إذن 

2
2 3 13 3

1 2 3
1

3 3

y y
y y y

x y

y yx y
y y

− + −
+ −

= = = = −
− −

− − −

  
أو

                    

2
3 3

1 2 3

3 3

y y
y y y

x y

y yx y
y y

+ + +
+

= = = +
−

+ −
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  4تمر�ن 
المسقط العمودي للنقطة  Hنعتبر النقطة 

O  على( )CD  

ˆ: إذن  90OHD
°

=  

)بما أن  )DN  مماسا للدائرة( )C في  
  Nالنقطة 

): فإن ) ( )DN ON⊥  ومنهˆ 90DNO
°

=  

ˆ: لدينا  ˆ ˆ ˆ360HON DNO OHD HDN= − − −  

 :يعني
ˆ 360 90 90 90 90HON

° ° ° ° °
= − − − =   

ˆبما أن  ˆ ˆ ˆ 90HON DNO OHD HDN
°

= = = = 

  مستطيل ONDHالرباعي  فإن

OH :ومنه  ND=  

CH:  ونعلم أن  CD HD= COو  − CM MO= DOو  + DP PO= −  

6CH: يعني  r= 6COو   − r= 6DO و   + r= −  

  :  OHحساب 

  Hقائم الزاوية في  OHCلدينا المثلث 

2: حسب مبرهنة فيثاغورس المباشرة إذن  2 2
CO CH OH= +  

2: اي  2 2
OH CO CH= ): أي   − ) ( )

2 22
6 6OH r r= + − −  

2: أي 
36OH =

2
12r r+ + 36− 12r r+ −

24OH :ومنه   2 r=  

   : rحساب 

  Dقائم الزاوية في  ODNلدينا المثلث 

2: حسب مبرهنة فيثاغورس المباشرة إذن  2 2
OD ON DN= +  

): اي  ) ( )
22 2

6 24r r r− = +        )6DO r= OHو  − ND= (  

2: أي 
36 12r r− +

2
r= 24r+  36: أي 36r =  

1r :وبالتالي  =  
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�ولمبياد التاسعٔ 
 1تمر�ن 
     و    : عددلن حقيقيان بحيث  و  

   : بين أن 

 

 2تمر�ن 
EFG EF: بحيث  Fمثلث قائم الزاوية في   FG<  

]منتصف  Mالنقطة  ]EF  

   هي المسقط العمودي للنقطة Nالنقطة 

M  على( )EG  

2: بين أن  2 2
GN EN FG− =  

  

  

  3تمر�ن 
m قطعا عدد حقيقي موجب قطعا  

1بين أن    -1
2m

m
+ ≥  

2- x  وy  وz  وt قطعا أعداد حقيقية موجبة  

): بين أن    )
1 1 1 1

16x y z t
x y z t

 
+ + + + + + ≥ 

 
 

  4تمر�ن 
ABCD ]منتصفا   Nو  Mمتوازي الأضلاع و    ]BC   و[ ]AD على التوالي  

)يقطع  D الإرتفاع المار من AMDفي المثلث  )AM  فيE  

CE: بين أن  CD=  
 
 

xy1x >1y >

2 2

8
1 1

x y

y x
+ ≥

− −
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 %ل ٔ�ولمبياد التاسع
 1ر�ن تم

  و  : لدينا 

  و   : يعني 

   و   : نضع 

    و   : يعني  

    و   : إذن 

  : لدينا 

  

  : لدينا 

  : يعني   : يعني 

  : يعني   : يعني 

2 :إذن  4
a b

b a

 
+ ≥ 

 
      )1 (  

  :  لدينا 

  : يعني   : يعني   : يعني 

 :إذن 
2

1 2a a

b b

+
≥     )2 (  

 :بنفس الطريقة نبين أن 
2

1 2b b

a a

+
≥     )3 (  

  :طرف بطرف  3و  2نجمع المتفاوتتين 

   

1x >1y >

1 0x − >1 0y − >

1a x= −1b y= −

1x a= +1y b= +

( )
22

1x a= +( )
22

1y b= +

( ) ( )
2 22 2

2 2

2 2

1 1

1 1

2 1 2 1

1 1
2

a bx y

y x b a

a a b b

b a

a b a b

b a b a

+ +
+ = +

− −

+ + + +
= +

+ +  
= + + + 

 

( )
2

0a b+ ≥

2 2
2 0a ab b+ + ≥

2 2
2a b ab+ ≥

( )2 21 1
a b

ab ab
× + ≥ 2 ab×2

a b

b a
+ ≥

( )
2

1 0a − ≥

2
2 1 0a a− + ≥

2
1 2a a+ ≥( )21 1

1 2a a
b b

× + ≥ ×

2 2
1 1 2 2a b a b

b a b a

+ +
+ ≥ +
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  : أي 

:ومنه 
2 2

1 1
2

a b a b

b a b a

+ +  
+ ≥ + 

 
     )4 (          

  : نستنتج أن  و  من 

 :وبالتالي 
2 2

8
1 1

x y

y x
+ ≥

− −
 

  2تمر�ن 
  قائما الزاوية  MNGو  MENلدينا المثلثان 

2 :حسب مبرهنة فيتاغورس المباشرة إذن  2 2
ME MN EN= 2و    + 2 2

MG MN GN= +  

2: ومنه  2 2
EN ME MN= 2و       − 2 2

GN MG MN= −  

):ومنه  )2 2 2 2 2 2
GN EN MG MN ME MN− = − − −  

2: ومنه  2 2 2
GN EN MG ME− = −  

2 :ومنه  2 2 2
GN EN MG MF− = −    )1 (          

      )ME MF=  لأن النقطةM  منتصف[ ]EF (  

  قائم الزاوية  MGFلدينا المثلثان 

2: حسب مبرهنة فيتاغورس المباشرة إذن  2 2
MG MF FG= +  

2 :ومنه   2 2
FG MG MF= −  )2 (  

2 :نستنتج أن  2و  1من  2 2
GN EN FG− =  

  3تمر�ن 

) :لدينا  -1 )
22 2 11 1 1 2

2 2 0
mm m m

m
m m m m

−+ + −
+ − = − = = 1: إذن   ≤

2m
m

+ ≥  

  : لدينا  -2

( )
1 1 1 1

1 1 1 1

4

x x x y y y z z z t t t
x y z t

x y z t y z t x z t x y t x y z

x y x z x t y z y t z t

y x z x t x z y t y t z

 
+ + + + + + = + + + + + + + + + + + + + + + 

 

          
= + + + + + + + + + + + +          

          

  

2:  لدينا  1حسب السؤال 
x y

y x
+ 2و    ≤

x z

z x
+ 2و    ≤

x t

t x
+ ≥    

2 2
1 1

2
a b a b

b a b a

+ +  
+ ≥ + 

 

14

2 2 2 2
1 1

2 4 4
1 1

x y a b a b

y x b a b a

+ +  
+ = + + + ≥ + 

− −  
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2و                       
y z

z y
+ 2و   ≤

y t

t y
+ 2و   ≤

z t

t z
+ ≥  

  : إذن 

( )
1 1 1 1

1 1 1 1

4

2 2 2 2 2 2 4

x x x y y y z z z t t t
x y z t

x y z t y z t x z t x y t x y z

x y x z x t y z y t z t

y x z x t x z y t y t z

 
+ + + + + + = + + + + + + + + + + + + + + + 

 

          
= + + + + + + + + + + + +          

          

≥ + + + + + +

  

) : وبالتالي  )
1 1 1 1

16x y z t
x y z t

 
+ + + + + + ≥ 

   
 4تمر�ن 

  
ABCDلدينا  ]منتصفا   Nو  Mمتوازي الأضلاع و    ]BC   و[ ]AD واليعلى الت  

) :إذن  ) ( )/ /MC AN    وMC AN=  

  متوازي الأضلاع ANCMالرباعي : ومنه 

):ومنه  ) ( )/ /AM NC  

):ومنه  ) ( )CN DE⊥    )1 (       ) لأن( ) ( )AM DE⊥  (  

]منتصف   Nلدينا  ADEفي المثلث  ]AD  و( ) ( )/ /CN AE    

)إذن  )CN  يمر من منتصف( )DE    )2 (  

)نستنتج أن   2و  1من  )CN  هو واسط القطعة[ ]DE  

CE: وبالتالي   CD=  
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�ولمبياد العاشرٔ 
  1تمر�ن 

x  وy   وz  وt  1: أعداد حقيقية موجبة بحيثx y z+ + =   

1:  بين أن  -1

2

t
t

+
≤  

2:  استنتج أن   -1 1 2 1 2 1 4x y z+ + + + + ≤ 

 

  2تمر�ن 
EFG  مثلث قائم الزاوية فيE   

)على المستقيم  Eالمسقط العمودي للنقطة  Mالنقطة  )FG  

EF: بين أن  EG EM FG+ < + 
  

  3تمر�ن 
ABCD  رباعي بحيث :  

)و  ) ( )DC AC⊥  والنقطةE  منتصف[ ]BD  

 هي المسقط العمودي للنقطة  Hالنفطة 

E  على( )AC   

2EHبين أن  AB DC= +  

  
 

  4تمر�ن 
  :احسب 

1 1 1
...

2 1 1 2 3 2 2 3 1000 999 999 1000
S = + + +

+ + +
 

  
  

( ) ( )AB AC⊥
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 %ل ٔ�ولمبياد العاشر
 1تمر�ن 

): لدينا  -1 )
2

1 0t − ≥  

): يعني   )
2

1 2 1 0t t t− = − + ≥ 2: يعني     1t t− ≥ − 2: يعني   − 1t t≤ +  

): يعني  )
1 1

2 1
2 2

t t× ≤ +  

1: إذن 

2

t
t

+
≤ 

)   : لدينا  1حسب السؤال  -2 )2 1 1
2 1

2

x
x

+ +
+ ≤   

)و                               )2 1 1
2 1

2

y
y

+ +
+ ≤  

)و                              )2 1 1
2 1

2

z
z

+ +
+ ≤  

): نجمع المتفاوتات طرف بطرف  ) ( ) ( )2 1 1 2 1 1 2 1 1
2 1 2 1 2 1

2 2 2

x y z
x y z

+ + + + + +
+ + + + + ≤ + +  

2:  يعني  2 2 6
2 1 2 1 2 1

2

x y z
x y z

+ + +
+ + + + + ≤  

): يعني  )2 6
2 1 2 1 2 1

2

x y z
x y z

+ + +
+ + + + + ≤  

2: يعني  1 6
2 1 2 1 2 1

2
x y z

× +
+ + + + + 8: يعني   ≥

2 1 2 1 2 1
2

x y z+ + + + + ≤   

2: إذن  1 2 1 2 1 4x y z+ + + + + ≤  
  2تمر�ن 
  : لدينا 

( )
2 2 2

2 2

2

4
2

EM FG EM EM FG FG

EM FG
EM FG

+ = + × +

× 
= + + 

 

  

: نعلم أن 
2 2

EFG

EM FG EF EG
S

× ×
= =  

  )
EFG

S   : مساحة المثلثEFG  (  

) :إذن  )
2 2 2

4
EFG

EM FG EM S FG+ = + +   )1 (  
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  : لدينا 
( )

2 2 2

2 2

2

4
2

EF EG EF EF EG EG

EF EG
EF EG

+ = + × +

× 
= + +  

 

  

      )2 2 2
FG EF EG=   )  Eقائم الزاوية في  EFGلأن المثلث  +

) :إذن  )
2 2

4
EFG

EF EG FG S+ = +    )2 ( 

  : طرف بطرف   2و  1  نقوم بطرح المتساويتين
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2

2

4 4
ABC ABC

EF EG EM FG FG S EM S FG

FG

+ − + = + − + +

= 4
ABC

S+
2

4
ABC

EM S− −
2

FG−

2
0EM= − <

  

): إذن  ) ( )
2 2

EF EG EM FG+ < +  

EF: وبالتالي  EG EM FG+ < +  
 3تمر�ن 

  
  
  
  
 
 
 
 

BCD :    بتطبيق طاليس المباشرة في المثلث           
 

BG BE GE

BC BD CD
= =

 

  

      : يعني
 

1

2 2

GE BE BE

CD BD BE
= = =

 
]منتصف  Eلأن (  ]BD (  

1إذن 

2
GE CD=   )1 (  

]منتصف  Eالنقطة  BCDا في المثلث لدين ]BD  و( ) ( )/ /GE CD   

]منتصف  Gإذن    ]BC  
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: ABCبتطبيق طاليس المباشرة في المثلث 
 

CH CG HG

CA CB AB
= =  

1  ومنه  

2

HG CG

AB CB
= =   )G  منتصف[ ]BC (  

1 :إذن 

2
HG AB=    )2 (  

): نستمنج أن    2و   1من  )
1 1

2 2 2
2 2

EH HG GE AB CD AB CD
 

= + = + = + 
 

 

 4تمر�ن 
 : لدينا 

  

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

22

3 2 2

3

1 11 1

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

2 1

1 1

x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x

x

− − −
= ×

− + − − + − − − −

− − −
=

− − − ×

− − −
=

− − − +

− − −
=

2 3
x x− −

( )

( )

( )

2

2

2

1 1

1 1

1

x x

x x x x

x x

x x x x

x x

x

+ −

− − −
=

−

− − −
=

−

=
1x

x

−

( )

1

1

x

x

−
−

−

( )
1

x

x x −( )

1

1

x x

x x

−
= −

−

  

  : إذن 
1 1 1

...
2 1 1 2 3 2 2 3 1000 999 999 1000

1 2

1 2

S = + + +
+ + +

= −
2

2
+

3

3
−

999
......

999
+ +

1000

1000

1000 10 10 10
1 1 1

1000 1000 100

−

= − = − = −
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�ولمبياد الحادي عشرٔ 
 1تمر�ن 

  :جانبه  بحيث  نعتبر الشكل 

)المستقيم  )DE  مماس للدائرة الصغيرة  

8DEو  cm=  

  مساحة المطقة المظللة S'احسب 
 

  

  2تمر�ن 
1 :أعداد حقيقية غير منعدمة بحيث  و  و  

10x
y

+ 1و  =
11y

z
+ 1و  =

12z
x

+ = 

1: بين أن 
1287xyz

xyz
+ =  

  

  3تمر�ن 
EFG  متساوي الساقين في مثلثE  وA  نقطة من[ ]FG  

]و  ]FD  الإرتقاع الموافق للضلع[ ]EG  

)على  Aما المسقطان العموديان للنقطة ه Cو  Bو النقطتان  )EF  و( )EG على التوالي  

FD: بين أن  AB AC= +  
 

  4تمر�ن 
x  وy  عددين حقيقيين  

): بين أن  )( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 1x y x y y x+ + ≥ + + + 

  
 

xyz
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 %ل ٔ�ولمبياد الحادي عشر
  1تمر�ن 

  

  
  مركز الدائرة الكبيرة التي شعاعها  نعتبر النقطة 

  مركز الدائرة الصغيرة التي شعاعها  النقطة  و      

  : لدينا 

  واسط القطعة  إذن 

  منتصف  ومنه النقطة 

  أي 

  قائم الزاوية في   لدينا المثلث 

  : سب مبرهنة فيثاغورس المباشرة إذن ح

  :  أي 

  الصغيرةالدائرة مساحة نصف  –مساحة نصف الدائرة الكبيرة  )  (مساحة المنطقة المظللة 

 

'OR

Or

'E 'O O D R= =

( )'O G[ ]DE

G[ ]DE

4GE GD cm= =

'O GEG

2 2 2
' 'O E O G GE= +

2 2
16R r= +

'S=

( )22 2 216
'

2 2 2 2

16

2

8

rR r r
S

ππ π π

π

π

+
= − = −

=

=
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  2تمر�ن 

1: لدينا 
10x

y
+ 1و  =

11y
z

+ 1و  =
12z

x
+ =  

   :إذن  نجمع المتساويات طرف بطرف 

  : المتساويات طرف بطرف نضرب

  : يعني  

  : يعني 

  : يعني 

       : يعني 

  :  وبالتالي 

 

 3تمر�ن 

      

  
  

: لدينا 
EFG EFA EAG

S S S= +    

 )
EFG

S  : مساحة مثلثEFG     ،،
EFA

S  : مساحة مثلثEFA    ،،
EAG

S : مساحة مثلثEAG(  

1 1 1
33x y z

x y z
+ + + + + =

1 1 1
1320x y z

y z x

     
+ × + × + =     

    

1 1
1 1320

x
xy z

z yz x

   
+ + + × + =   

  
1 1 1 1

1320xyz y x z
z x y xyz

+ + + + + + + =

1 1 1 1
1320xyz x y z

xyz x y z

   
+ + + + + + + =   

   

1
33 1320xyz

xyz

 
+ + = 

 
1

1287xyz
xyz

+ =
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: يعني 
2 2 2

EG FD AB EF AC EG× × ×
= +  

: يعني 
2 2

EG FD AB EF AC EG× × + ×
=  

: يعني 
2 2

EG FD AB EG AC EG× × + ×
=  )EF EG=  لأن المثلثEFG  متساوي الساقين فيE (  

): يعني  )

2 2

EG AB ACEG FD +×
=  

2: يعني 

EG

EG
×

2

FD× 2
=

EG

EG
×

( )

2

AB AC+  

FD: إذن  AB AC= +                                                                                                                             

  4تمر�ن 
): لدينا  )

2 2
1 2 1 0x x x− = − + )و  ≤ )

2 2
1 2 1 0y y y− = − + ≥  

2: يعني 
1 2x x+ 2و  ≤

1 2y y+ ≥  

: يعني 
2

1

2

x
x

+
و  ≤

2
1

2

y
y

+
≥   

): يعني  )
( ) ( )

2

2 2
1

1 1
2

x
y x y

+
+ ≥ )و  + )

( ) ( )
2

2 2
1

1 1
2

y
x y x

+
+ ≥ +  

): نجمع المتفاوتتين طرف بطرف  )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2
1 1

1 1 1 1
2 2

x y
y x x y y x

+ +
+ + + ≥ + + +  

): يعني  )
( ) ( ) ( )

2

2 2 2
2 1

1 1 1
2

x
y x y y x

+
× + ≥ × + + × +  

): إذن  ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 1x y x y y x+ × + ≥ × + + × +  
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�ولمبياد الثاني عشرٔ 
  1تمر�ن 

 x  وy  وz  0: أعدادا حقيقية غير منعدمة بحيثxz yz xy+ + =  

0:  بين أن 
x y y z z x

xy yz xc

+ + +
+ + = 

 2تمر�ن 
ABC  مثلث بحيث :( )4 4 2 2 2

AB AC BC AB AC− = ABو  − AC≠  

 قائم الزاوية  ABCبين أن المثلث 

  3تمر�ن 
x  وy  وz  أعدادا حقيقية  موجبة غير منعدمة بحيث :x y z< +  

:  بين أن 
1 1 1

x y z

x y z
< +

+ + +
 

  4تمر�ن 
  نعتبر الشكل جانبه 

ˆبين أن  ˆˆ ˆ ˆ 180A D B E C
°

+ + + + =  
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 %ل ٔ�ولمبياد الثاني عشر
  1تمر�ن 

 : دينا ل

( )

2 2 2

2

2 0
0

x y y z z x z x y x y z y z x

xy yz xc z xy x yz y xz

xz yz xy xz yz xy

xyz xyz xyz

xz yz xy xz yz xy

xyz

xz yz xy

xyz

xz yz xy

xyz

xyz

+ + + + + +
+ + = × + × + ×

+ + +
= + +

+ + + + +
=

+ +
=

+ +
=

×
= =

  

0 : إذن 
x y y z z x

xy yz xc

+ + +
+ + =  

  2تمر�ن 
):لدينا  )4 4 2 2 2

AB AC BC AB AC− = −  

4: يعني  4 2 2 2 2
AB AC BC AB BC AC− = × − ×  

4: يعني  4 2 2 2 2
0AB AC BC AB BC AC− − × + × = 

): يعني  ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
0AB AC AB AC BC AB AC− + − − =  

): يعني  )( )2 2 2 2 2
0AB AC AB AC BC− + − = 

2: يعني  2
0AB AC− 2أو  = 2 2

0AB AC BC+ − = 

2: يعني  2
AB AC=  2أو 2 2

AB AC BC+ = 

AB: يعني  AC=  2أو 2 2
AB AC BC+ =  

ABونعلم أن  AC≠  2إذن 2 2
AB AC BC+ =  

  Aقائم الزاوية في  ABCن المثلث حسب مبرهنة فيتاقورس العكسية فإ
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  3تمر�ن 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1

x y z x y z

x y z x y z

x y z y x z z x y

x y z

x xz

 
− + = − − 

+ + + + + + 

+ + − + + − + +
=

+ + +

+
=

xy+ xyz+ y yz xy− − − xyz− z yz xz− − −

( )( ) ( )

( ) ( )( )

1 1 1

2

1 1 1

xyz

x y z

x y z yz xyz

x y z

−

+ + +

− − − −
=

+ + +

 

0x: لدينا  0yو  < 0zو  < xو  < y z< +  

)إذن  ) ( )( )1 1 1 0x y z+ + + 2و  < 0yz xyz− − 0xو  > y z− − <  

:  ومنه 
( )( )( )

2
0

1 1 1

x y z yz xyz

x y z

− − − −
<

+ + +
  

: وبالتالي 
1 1 1

x y z

x y z
< +

+ + +
  

  4تمر�ن 
)تقاطع المستقيمين  Fنضع النقطة  )AD و( )EB  

)تقاطع المستقيمين  Iنضع النقطة و  )AC و( )EB  

ˆ: لدينا  ˆ 180AFI BFD+ ˆو  = ˆ 180AIF CIE+ =  

ˆ:  إذن  ˆ180BFD AFI= ˆو   − ˆ180CIE AIF= −  

ˆ: لدينا  DFBفي المثلث  ˆ ˆ 180BFD D B+ + =  

ˆ: يعني  ˆ ˆ180 180AFI D B− + + =   )ˆ ˆ180BFD AFI= − (  

ˆ  :إدن  ˆ ˆAFI D B= +   )1 (  

ˆˆ: لدينا  CEIفي المثلث  ˆ 180CIE E C+ + =  

ˆˆ: يعني  ˆ180 180AIF E C− + + =   )ˆ ˆ180CIE AIF= − ( 

ˆˆ  :إدن  ˆAIF E C= +  )2 (  

ˆ :  لدينا    AFIفي المثلث  ˆ ˆ 180A AFI AIF
°

+ + =   )3 (  

ˆ: نستنتج أن   3و 2و 1من  ˆˆ ˆ ˆ 180A D B E C
°

+ + + + =  
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�ولمبياد الثالث عشرٔ  
  1تمر�ن 

x  وy  عددان حقيقيان مختلفان )x y≠  ( 2: و موجبان قطعا بحيث 3x y xy+ =    

xاحسب 

y
 

 2تمر�ن 
لكن  ABCأراد محمد أن يرسم مثلثا 

يوجد خارج الورقة  Aلاحظ أن الرأس 

 كماهو مبين في الشكل جانبه

ساعد محمد على رسم المتوسط الموافق 

]للضلع  ]BC   

  
 

  
 

 3تمر�ن 
 x  وy  وz د حقيقية موجبة قطعاأعدا  

بين أن   -  1
4

xy x y

x y

+
≤

+
  

أستنتج أن  -  2
2

xy xz zy x y z

x y x z z y

+ +
+ + ≤

+ + +
 

  4تمر�ن 
EFG  مثلث قائم الزاوية فيF  

2EF: بين أن  FG EG+ ≤ 
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  %ل ٔ�ولمبياد الثالث عشر
  1تمر�ن 
2:  لدينا  3x y xy+ =  

32:  يعني   xyx y

y y

+
=  

: ي يعن 
2

2 3
xyx

y y
+ =  

: يعني  
2

2 3
x xy

y y
+ = 

2: يعني  3
x x

y y
+ =   

3: يعني  2 0
x x

y y
− + =  

: يعني  
2

2 2 0
x x x

y y y

 
− − + =  

 
 

2: يعني  2 0
x x x

y y y

   
− − − =      

   
  

2: يعني   1 0
x x

y y

  
− − =    

  
 

2: يعني  0
x

y
− 1أو  = 0

x

y
− =    

2: يعني  
x

y
1أو  =

x

y
=  

: يعني 
2

2
2

x

y

 
=  

 
أو  

2

2
1

x

y

 
=  

 
  

4: يعني   
x

y
1أو  =

x

y
=    

1عددان حقيقيان مختلفان إذن  yو  xونعلم أن 
x

y
≠  

4: وبالتالي 
x

y
=
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 2تمر�ن 

  
  

]منتصف  Pننشئ النقطة  - ]BC 

)والموازي للمستقيم  Pننشئ المستقيم المار من  - )ويقطع المستقيم  ∆( )D  في النقطةE  

)والموازي للمستقيم  Pننشئ المستقيم المار من  - )D  ويقطع المستقيم(   Fفي النقطة  ∆(

)المستقيم  ABCلدينا في المثلث  - )PE  يمر منP  منتصف القطعة[ ]BC   ويوازي( ) ( )AB∆ =  

)ويقطع  ) ( )AC D=  في النقطةE  

]هي منتصف القطعة  Eإذن النقطة  ]AC  

)ومنه المستقيم  )BE  هو متوسط المثلثABC     )1 (  

)المستقيم  ABCلدينا في المثلث  - )PF  يمر منP  منتصف القطعة[ ]BC   ويوازي( ) ( )D AC=  

)ويقطع  ) ( )AB =   Fفي النقطة  ∆

]هي منتصف القطعة  Fإذن النقطة  ]AB  

)ومنه المستقيم  )CF  هو متوسط المثلثABC     )2 ( 

  ABCهي مركز ثقل المثلث  Gنستنتج أن النقطة  2و  1من 

)وبالتالي المستقيم  )PG  هو المتوسط الموافق للضلع[ ]BC  المار من النقطةA 

 

  3تمر�ن 
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  :لدينا  - 1

 ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2
2 2 2 24 4 2 2

0
4 4 4 4 4

xy x y x yxy x y xy x xy y xy x y

x y x y x y x y x y

− + − −+ − − − − −
− = = = = ≥

+ + + + +
  

:     إذن    
4

xy x y

x y

+
≤

+
  

  

: لدينا  1حسب السؤال  - 2

4

4

4

xy x y

x y

zy z y

z y

xz x z

x z

+
≤ +


+

≤
+

 +
≤

+

:  يكافئ  
4 4 4

xy xz zy x y x z z y

x y x z z y

+ + +
+ + ≤ + +

+ + +
  

2: يكافئ      2 2

4

xy xz zy x y z

x y x z z y

+ +
+ + ≤

+ + +
): يكافئ   )2

4

x y zxy xz zy

x y x z z y

+ +
+ + ≤

+ + +
  

: إذن    
2

xy xz zy x y z

x y x z z y

+ +
+ + ≤

+ + +
  

  4تمر�ن 
  Fمثلث قائم الزاوية في  EFGلدينا 

2: حسب مبرهنة فيتاغورس المباشرة إذن   2 2
EG EF FG= +  

)لنحدد إشارة الفرق   ) ( )
22

2EF FG EG+ −   :  

( ) ( )

( )

( )

( )

22 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

2

2

0

EF FG EG EF FG EF FG EG

EF FG EF FG EG

EF FG EF FG EF FG

EF FG EF FG EF FG

EF FGG EF FG

EF EF FG FG

EF FG

+ − = + + × −

= + + × −

= + + × − +

= + + × − −

= × − −

= − − × +

= − − ≤

  

): إذن  ) ( )
22

2EF FG EG+ ≤  

2EF: ومنه  FG EG+ ≤  
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 ع عشرٔ�ولمبياد الراب
  1تمر�ن 

 x  وy بين أن .      عددين حقيقيين موجبين  :   
3 3 3

2 2

x y x y+ + 
≤ 

 
 

 2تمر�ن 
 : نعتبر الشكل جانبه 

من  Nو  O'حدد نقطتين 

)المستقيمين   )OA  و( )OB  على

 Mالتوالي بحيث تكون النقطة 

]منتصف  ]'NO  
  

  

  3تمر�ن 
x  وy   وz   0: أعداد حقيقية غير منعدمة بحيثxy yz zx+ + =  

3: بين أن 
x y y z x z

z x y

+ + +
+ + = − 

  4تمر�ن 
  مساحة المنطقة المضللة  Sاحسب 

  

  

  

  

  

  

  



   ا��	� ��ا��
	�: ا����ذ 

 

te/stitmathhttps://sites.google.com/si     58  

  %ل ٔ�ولمبياد الرابع عشر
  1تمر�ن 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( )

( )( )

( )( )( )

( ) ( )

3 2 3 33 3 3 3 3

3 3

3 2 2 3 3 3

3 2 2 3

3 2 2 3

2 2

2 2

2

4

2 2 2 2 2 4 2

3 3 4 4

8 8

3 3 3 3

8

3

8

3

8

3

8

3

8

3
0

8

x yx y x y x yx y x y x y

x x y xy y x y

x x y xy y

x x y xy y

x x y y x y

x y x y

x y x y x y

x y x y

++ + ++ + + 
− = − = − 

× 

+ + + +
= −

− + + −
=

− − − +
=

− − − −
=

− − −
=

− − − +
=

− − +
= ≤  

)لأن (  )
2

0x y− 0xو   ≤ y+ ≥  ( 

 2تمر�ن 

 

  :المرحلة الأولى 

)ننشئ المستقيم  )D  الموازي للمستقيم( )OB  ويقطع المستقيم( )OA  في النقطةC  

  :المرحلة الثانية 
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  Cبالنسبة للنقطة  Oممائلة النقطة  O'ننشئ النقطة 

  :المرحلة الثالثة 

)تقاطع المستقيمين  Nننشئ النقطة  )'MO  و( )OB  

)الستقيم المستقيم  ONO'لدينا في المثلث  )D  يمر منC  منتصف القطعة[ ]'OO   ويوازي( )ON  

]ويقطع  ]'NO  في النقطةM  

]هي منتصف القطعة  Mإذن النقطة  ]'NO  

  3تمر�ن 

  

 
  4تمر�ن 

  Cلزاوية في قائم ا ACEلدينا المثلث 

2: حسب مبرهنة فيثاغورس المباشرة إذن  2 2
AE AC CE= +  

2: ومنه  2 2
2 1 4 1 5AE = + = + =  

5AE: أي  =  

  : و لدينا 

  متقايسان  و  إذن المثلثان 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0

3

xy x y yz y z xz z xx y y z z x

z x y xyz

xy x y xyz xyz yz y z xyz xyz xz z x xyz xyz

xyz

xy x y z xyz yz y z x xyz xz z x y xyz

xyz

xy xyz yz xyz xz xyz

xyz

xyz xyz xyz

xyz

xyz

+ + + + ++ + +
+ + =

+ + − + + + − + + + −
=

+ + − + + + − + + + −
=

× − + × − + × −
=

− − −
=

−
=

xyz

3= −

ˆ ˆ

AC DC

CE DF

ACE FDC

 =


=


=

ACEFDC
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5AEو  : ومنه  CF= =  

ˆ: لدينا  ˆ ˆˆ ˆ 180 180 90 90HCE HEC CAE HEC ACE
° ° ° °

+ = + = − = − =  

): إذن  )ˆˆ ˆ180 180 90 90CHE HCE HEC
° ° ° °

= − + = − =  

  Hقائما الزاوية في  FHEو  AHCومنه المثلثان 

:  يأ
2 2

AH CH EH FH
S

× ×
= +

    
)S  مساحة المنطقة المضللة (  

  : FHو  EHو  CHو  AHحساب 

sinˆ:  لدينا 
CE CH

CAE
AE AC

= =
 

         
cosˆو  

CA AH
CAE

AE AC
= =

 

         
sinˆو  

FD EH
FCD

FC EC
= =  

1:   يعني 

25

CH
=  

2و           

25

AH
=  

1و             

15

EH
=  

2: إذن 

5
CH =  

4و       

5
AH =   

1و       

5
EH =  

2: لدينا  3
5

5 5
FH FC CH= − = − =  

  : وبالتالي 
4 2 1 3

5 5 5 5

2 2

4 3

5 10

11

10

S

× ×

= +

= +

=

 

ˆ ˆCAE FCD=
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�ولمبياد الخامس عشرٔ 
 1تمر�ن 

x  وy  وz أعداد حقيقية موجبة قطعا  

1بين أن   1 1 2 2 2

x y z x y y z x z
+ + ≥ + +

+ + +
  

  2تمر�ن 
ABC  مثلث  

بين أن   
2

ABC

r
S p=   )

ABC
S هي مساحة المثلثABC   وr  هو  شعاع الدائرة المحاطة بالمثلث

ABC  وp  هو محيط المثلثABC ( 

  3تمر�ن 
x  وy  وz  أعدادا حقيقية  موجبة بحيث :( )2 2 2

2 3z y x− =  

 حدد أ كبر هده الأعداد

 4تمر�ن 
ABC   و النقطة مثلث جميع زواياه حادة 

 P  داخله.  

قط اهي المس  Fو  Eو  Dالنقط 

]على  Pللنقطة  ةديالعمو  ]AB و[ ]BC   

]و  ]CA على التوالي .   

كما  ABCمربعات خارج المثلث  6ننشئ 

  هو مبين في الشكل جانبه

  

 بيضاءعات البساوي مجموع مساحات المر يبين أن مجموع مساحات المربعات الرمادية 
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 بياد الخامس عشر%ل ٔ�ولم 
 1تمر�ن 

 

): لدينا  )
2

0x y+ ≥  

2: يعني  0x xy y− + ≥  

2x :  إذن  y xy+ ≥    )1 (  

:  لدينا 
2

1 1
0

x y

 
+ ≥  

 
  

1: يعني  1 1
2 0

x xy y
− + ≥  

1:   إذن  1 1
2

x y xy
+ ≥    )2 (  

): طرف بطرف   2و  1المتفاوتتين  ضربن )
1 1 1

2 2x y xy
x y xy

 
+ + ≥ × 

 
  

): يعني  )
1 1

2 2x y xy
x y

 
+ + ≥ × 

 

1

xy
×  

1: يعني  

x y+
x y× +( )

1 1 1
4

x y x y

 
+ ≥ × 

+ 
 

1 :إذن  1 4

x y x y
+ ≥

+    
 )3 (  

1 :  بنفس الطريقة نبين أن  1 4

y z y z
+ ≥

+
    )4 (   

 

1  و                       1 4

x z x z
+ ≥

+
     )5 (  

1: طرف بطرف  5و  4و  3نجمع المتفاوتات  1 1 1 1 1 4 4 4

x y y z x z x y y z x z
+ + + + + ≥ + +

+ + +
  

2: يعني  2 2 2 2 2 2 2 2

x y z x y y z x z

× × ×
+ + ≥ + +

+ + +
  

1 :يعني   1 1 2 2 2
2 2

x y z x y y z x z

   
+ + ≥ + +   

+ + +   
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1 :يعني 

2
2×

1 1 1 1

2x y z

 
+ + ≥ 

 
2×

2 2 2

x y y z x z

 
+ + 

+ + + 
  

1: وبالتالي  1 1 2 2 2

x y z x y y z x z
+ + ≥ + +

+ + +
 

  2تمر�ن 

  
  شعاعها rو ABCهي مركز الدائرة المحاطة بالمثلث  Oالنقطة  لدينا

]على  Oهي المساقط العمودية للنقطة  Fو  Eو  Dو النقط  ]BC  و[ ]AB  و[ ]AC  على التوالي  

OF: إذن  OE OD r= = =  

  : لدينا 

( )

2 2 2

2 2 2

2

ABC AOC ABO OBC
S S S S

AC OF AB OE BC OD

AC r AB r BC r

r
AC AB BC

= + +

× × ×
= + +

× × ×
= + +

= + +

  

p: هو  ABCنعلم أن محيط المثلث      AC AB BC= + +  

) : إذن  )
2 2

ABC

r r
S AC AB BC p= + + = 

 3تمر�ن 
): لدينا  )2 2 2

2 3 0z y x− = ≥  

2: يعني  2
0z y− 2: يعني   ≤ 2z y≥    
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z :  إذن  y≥   )1 (             ) 0لأنz 0yو  ≤ ≥ (  

2: لدينا  2 2 2
2 2 2z y x x− = +  

): يعني  )2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 0z x z x y x− = − = + ≥  

2: يعني  2
0z x− 2: يعني   ≤ 2

z x≥  

z: إذن  x≥   )2 (          ) 0لأنz 0xو  ≤ ≥ (  

 هو أكبر هده الأعداد zنستنتج أن   2و   1من 

  4تمر�ن 
2: مساحات المربعات الرمادية هي  - 2 2

AF CE BD+ +  

2: مساحات المريعات المخدشة هي  - 2 2
FC BE DA+ +  

2: لنبين أن  2 2 2 2 2
AF CE BD FC BE DA+ + = + +  

  :   PAFو  PBDو  PCEو  PBEو  PCFو  APDنطبق مبرهنة فيثاغورس على المثلثات  
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

PA AD PD

PC CF PF

PB BE PE

PC EC PE

PB DB PD

PA FA PF

 = +


= +
 = +


= +
 = +

 = +

 

:            يعني    

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

AD PA PD

CF PC PF

BE PB PE

EC PC PE

DB PB PD

FA PA PF

 = −


= −
 = −


= −
 = −

 = −

  

  : إذن 

   

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

FA EC DB PA PF PC PE PB PD

PA PD PC PF PB PE

AD CF BE

+ + = − + − + −

= − + − + −

= + +
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  س عشرٔ�ولمبياد الساد
 1تمر�ن 

x  وy  وz  1: أعداد حقيقية موجبة غير منعدمة بحيثx y z+ + =  

): بين أن  ) ( ) ( )1 1 1
6

x x y y z z

yz xz xy

− − −
+ + ≥  

 

  2تمر�ن 
BDمربع و  ABDC :بحيث  أسفلهنعتبر الشكل  R=  وr  هو شعاع الدائرة( )C  

): بين أن  )3 2 2r R= −  

  

  

  

  

  

  

  

  
 

 3تمر�ن 
1: حل المعادلة  1

8
2 2x x x x

+ =
+ − + +

 

 

 4تمر�ن 
x  وy  عددان حقيقيان موجبان غير منعدمان  

:  بين أن 
2 2

1 1x y

y x x y
+ ≥ + 
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 %ل ٔ�ولمبياد السادس عشر
 

 1تمر�ن 

  : لدينا 

  : يعني 

  : يعني 

       : يعني 

) : إذن  )2 2
2z x y xyz+ ≥    )1 (  

): بنفس الطريقة نبين أن  )2 2
2y x z xyz+ ≥    )2 (    

)و                            )2 2
2x y z xyz+ ≥    )3 (  

  :طرف بطرف   3و   2و   1نجمع المتفاوتات 

  

  :  أي 

  : أي 

1x: علم أن ون y z+ + 1x:  يعني  = y z+ = 1xو   − z y+ = 1yو    − z x+ = − 

  : أي 

  : أي 

  : أي 

)  :وبالتالي  ) ( ) ( )1 1 1
6

x x y y z z

yz xz xy

− − −
+ + ≥ 

 

 

( )
2

0x y− ≥

2 2
2 0x xy y− + ≥

2 2
2x y xy+ ≥

( )2 2
2z x y z xy× + ≥ ×

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
2 2 2z x y y x z x y z xyz xyz xyz+ + + + + ≥ + +

2 2 2 2 2 2
6zx zy yx yz xy xz xyz+ + + + + ≥

( ) ( ) ( )2 2 2
6x y z y x z z y x xyz+ + + + + ≥

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1 1 6x y z y x z z y x x x y y z z xyz+ + + + + = − + − + − ≥

( ) ( ) ( )( )2 2 21 1
1 1 1x x y y z z

xyz xyz
× − + − + − ≥ 6 xyz×

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1

6
x x y y z z

xyz xyz xyz

− − −
+ + ≥
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  2تمر�ن 

)لدينا  )AM  و( )AP  مماسا للدائرة( )C   

): إذن  ) ( )AM OM⊥  و( ) ( )AP OP⊥  

ˆومنه  ˆ 90AMO APO
°

= =  

ˆ: لدينا  ˆˆ ˆ360POM AMO APO MAP= − − −  

ˆ: إذن  360 90 90 90 90POM
° ° ° ° °

= − − − =  

ˆبما أن  ˆˆ ˆ 90POM AMO APO MAP
°

= = = OPو  = OM= 

  مربع AMOPفإن الرباعي 

   : AOحساب 

  Mقائم الزاوية في  AMOلدينا المثلث 

2: حسب مبرهنة فيثاغورس المباشرة إذن  2 2
AO AM MO= +  

2: اي  2 2 2
2AO r r r= + =  

2 :ومنه 
2 2AO r r= =  

  : ADحساب 

  Dقائم الزاوية في  ABDلدينا المثلث 

2: حسب مبرهنة فيثاغورس المباشرة إذن  2 2AD AB BD= +  

2: اي  2 2 2
2AD R R R= + =  

2 :ومنه 
2 2AD R R= =  

  :  rحساب 

AD: لدينا  AO ON ND= + +  

2: يعني  2R r r R= + +  

2: يعني  2R R r r− = +  

): يعني  ) ( )2 1 2 1R r− = +  

: يعني 
( )2 1

2 1

R
r

−
=

+
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  :يعني 

( )

( )

( )

( )

( )

2

2
2

2 1 2 1

2 1 2 1

2 1

2 1

2 2 2 1

1

3 2 2

R
r

R

R

R

− −
= ×

+ −

−
=

−

− +
=

= −

  

) :وبالتالي  )3 2 2r R= −  

  

 3تمر�ن 
1: لدينا  1

8
2 2x x x x

+ =
+ − + +

 

1: يعني  2 1 2
8

2 2 2 2

x x x x

x x x x x x x x

− − + −
× + × =

+ − − − + + + −
  

: يعني 
( )

2 2
8

2 2

x x x x

x x x x

− − + −
+ =

− − + −
  

2: يعني  2
8

2 2

x x x x− − + −
+ =  

x: يعني  2 2x x x− − + + −
8

2
=  

2: يعني  2 8x x− − + + =  

): يعني  )
2

2
2 2 8x x− − + + =  

2x: يعني  − ( ) ( )2 2 2 2x x x− − + + + 64=  

2: يعني 
2 2 4 64x x− − =  

): يعني  )2
2 4 64x x− − =  

2: يعني 
4 32x x− − =  

2: يعني 
4 32x x− − = −  

): يعني  ) ( )
2

22
4 32x x− − = −  
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2: يعني 
x

2
4 1024 64x x− = − +  

64: يعني  4 1024x = +  

64: يعني  1028x =  

1028: وبالتالي  257

64 16
x = =  

 

  4ر�ن تم
  :لدينا  

( ) ( )

( )( )

( )( )( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2

3 3

2 2

3 3 2 2

2 2 2 2

3 3 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2 2

1 1

0

x y x y y x

y x x y y x xy

x y xy y x

y x xy xy

x y xy x y

y x x y

x y xy x y

x y

x x y y x y

x y

x y x y

x y

x y x y x y

x y

x y x y

x y

  + +
+ − + = − 

 

+ +
= − ×

+ +
= −

+ − −
=

− − −
=

− −
=

− − +
=

− +
= ≥  

)لأن   )
2

0x y− )و  ≤ ) 0x y+ 2و  < 2
0x y >   )0x 0yو  < > (  

  

: إذن  
2 2

1 1x y

y x x y
+ ≥ +  
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�ولمبياد السابع عشرٔ 
 1تمر�ن 

x  وy  عددان صحيحان طبيعيان متتابعان )y x> (  

): بين أن  ) ( )
222 2 2x y xy x y+ + = + 

  2تمر�ن 
x  وy  1: عددان حقيقيان بحيثx 1yو  < >  

1: بين أن  1y x x y xy− + − ≤  

  3تمر�ن 
  من المستوى   Oو  Aقطتين نعتبر الن

  
  Aبالنسبة للنقطة  Oمماثلة  Fالنقطة  و Oبالنسبة للنقطة  Aمماثلة  Hأنشئ النقطة 

 )تبرير الإنشاء ( بواسطة البركار فقط 

  4تمر�ن 
DGFE  8: مربع بحيثDG cm=  

  هما على التوالي Bو  Aالنقطتان 

]منتصفا   ]DE  و[ ]EF  

  احسب مساحة المنطقة المظللة 
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 %ل ٔ�ولمبياد السابع عشر
 1تمر�ن 

yعددان صحيحان طبيعيان متتابعان و yو  x بما أن x>  

1y  فإن x= +  

  : لدينا 

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )

22 22 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 4 3 2

4 2 2 3

4 2 2

2
2 2 2

1 1

2 1

2

2 2

2 1

2

x y xy x y x x x y x x

x y x x x

x y x x x

x y x x

x y x x

x y x y

+ + = + + + = + + +

= + + + +

= + + + +

= + + +

= + + +

= + +

  

): أن  نعلم ) ( )
2 2

2 2 2 2
2x y x y x y+ = + +  

) :وبالتالي  ) ( )
222 2 2x y xy x y+ + = +  

 

  2تمر�ن 
1xبما أن  1فإن  < 0x − >  

): لدينا  )
2

1 1 0x − − ≥    

): يعني  )
2

1 2 1 1 0x x− − − + 1x: يعني   ≤ − 2 1 1x− − + 0≥  

2:  يعني 1x x− − ≥ 1: يعني   −

2

−
2× −( ) ( )

1
1

2
x x

−
− ≤ × 1: يعني    −

2

x
x − ≤  

1: إذن 
2

xy
y x − ≤   )1 (           )1y > (  

1 :وبنفس الطريقة نبين أن 
2

xy
x y − ≤

   
 )2 (  

2: طرف بطرف  2و  1نجمع طرفي المتساويتان 
1 1y x x y− + − ≤

2

xy  

1 :وبالتالي  1y x x y xy− + − ≤  
 3تمر�ن 
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)نرسم الدائرة  - )1

C  التي مركزهاO  وشعاعهاOA  

)نرسم الدائرة  - )2
C  التي مركزهاA  وشعاعهاOA  

)الدائرتان  - )1
C  و( )2

C لنقطتين تتقاطعان في اC  وB  

)نرسم الدائرة  - )3
C  التي مركزهاC  وشعاعهاCB  

)الدائرة  - )3
C  تتقاطع مع( )1

C  و( )2
C  على التوالي في النقطيتينH  وF  

  Oبالنسبة للنقطة  Aهي مماثلة  Hوبالتالي النقطة 

 Aبالنسبة للنقطة  Oهي مماثلة  Fالنقطة  و       

  4تمر�ن 
حساب 

ADC
S    مساحة المثلثADC     :  
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 :لدينا
ˆ ˆ

DG DE

AD EB

ADG DEB

 =


=


=

  متقايسان  DEBو  DGAإذن المثلثان  

ˆأي  ˆDAG DBE=   

بما أن 
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

DAG DAC DBE

ADC EDB

 = =


=
  متشايهان DEBو  DACفإن المثلثان  

ˆومنه  ˆ 90DCA DEB
°

= )إذن    Cالزاوية في قائم  DACالمثلث  = ) ( )DC AG⊥  

 : القائم الزاوية  DGAباستعمال العلاقات المترية في المثلث 

DC AG DA DG× = × 2DAو    AC AG= ×  

DA: أي  DG
DC

AG

×
و  =

2
DA

AC
AG

=  

لدينا   
2

ADC

DC AC
S

×
=

 
: يعني  

2

2
ADC

DA DG DA

AG AGS

×
×

=
 
: يعني  

3

2
2

ADC

DA DG
S

AG

×
=  

2فإن  Dقائم الزاوية في  ADGبما أن المثلث  2 2AG AD DG= +  

:  أي
( )

3

2 2
2

ADC

DA DG
S

AD DG

×
=

+
: أي   

( )

3

2 2

4 8

2 4 8
ADC

S
×

=
+

: أي    
( )

64 4

2 16 64
ADC

S
×

=
+

  

  

512 :يعني 
3.2

160
ADCS = =  

حساب 
BCG

S    مساحة المثلثBCG     :  

: لدينا 
DAG DAC DCG

S S S= و  +
DBG BCG DCG

S S S= +  

: نطرح المتساويتان طرف بطرف 
DAG DBG DAC DCG

S S S S− = +
BCG DCG

S S− −  

: أي 
DAG DBG DAC BCG

S S S S− = : أي    −
BCG DAC DBG DAG

S S S S= + −  

5: أي 
2 2

BCG

DE DG DA DG
S

× ×
= + 8: أي   − 8 4 8

5
2 2

BCGS
× ×

= + −  

5: أي  32 16
BCG

S = + 21 :إذن   −
BCG

S =  

  :مساحة المنطقة المظللة  حساب

  BCGمساحة المثلث  + ADCمساحة المثلث  =مساحة المنطقة المظللة 
3.2 21 24.2

ADC BCG
S S+ = + = 
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  عشر ثامنٔ�ولمبياد ال 
 1تمر�ن 

x  وy  وz  إعداد حقيقية غير منعدمة بحيث :y z

x y
=  

: بين أن 
2 2 2

4

2 2 2

x y z
y

x y z
− − −

− +
=

− −
 

  2تمر�ن 

EFG  8: مثلث بحيثEF cm=6وEG cm=   

10FGو cm=   

( )1
C  و( )2

C  و( )3
C  داخل توجدثلاث دوائر  

  في الشكل جانبه مبينكما هو  EFGالمثلث 

  Pو  Nو  M: على التواليمركزهماهما 

)حدد شعاع الدائرة  -1 )2
C  

)حدد شعاع الدائرة  -2 )1
C  

  

  

  

  3تمر�ن 
x  وy  وz  إعداد حقيقية  موجبة غير منعدمة  

3: بين أن 

2

x z y

y z x y x z
+ + ≥

+ + +
 

  4تمر�ن 
x  وy  عددان حقيقيان بحيث :( )( )2 2

1 1 1x x y y+ + + + =  

0x: بين أن  y+ =  
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  %ل ٔ�ولمبياد الثامن عشر
 1تمر�ن 

y: نضع  z
t

x y
= =  

y:  بما أن  z
t

x y
= y:  فإن   = xt=  وz yt=  

y: أي  xt=  2و
z xt=  

  : لدينا 

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )

222 22 2 2

22 2 2 22 2

2 2 2 2 4

2 2 2 2 4

2 2 4

2 2 4

2 4

2 2

2 4

4 2

4

4 2

4

4 2

4 4

4 2

4 4

1

1

1

1 1
1

1

1

1

1

x xt xtx y z

x y z x xt xt

x x t x t

x x t x t

x t t

x t t

t t
x x

t t

t t
x

t t

t

t t
x t

t t

xt y

−− − − −−

− − − − −

− − −

− +− +
=

− − − −

− +
=

− −

− +
=

− −

− +
=

− −

− +
=

− +

− +
=

− +

= =  

 :إذن 
2 2 2

4

2 2 2

x y z
y

x y z
− − −

− +
=

− −  
 

 2تمر�ن 
)حساب مساحة الدائرة  -1 )2

C : 

)بما أن  )EF  مماس للدائرة( )2
C  في النقطةD  

)فإن  ) ( )EF DN⊥  

   Dقائم الزاوية في DNFأي المثلث  
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  حسب مبرهنة فيتاغورس المباشرة

2: إذن   2 2
FN FD DN= +  

2 ومنه 2 2
FD FN DN= −   )1 (  

)بما أن  )GF  مماس للدائرة( )2
C  في النقطةI  

)فإن  ) ( )GF IN⊥  

  Iقائم الزاوية في  INFأي المثلث 

  ة فيتاغورس المباشرةحسب مبرهن

2: إذن   2 2
FN FI IN= +  

2 ومنه 2 2
FI FN IN= −   )2 (  

DN ونعلم أن IN=   )3 (  

2أن  نستنتج 3و  2و  1من  2FD FI=  

FI: أي  FD=  

8FI :إذن  DE= −   )4 (  

6GI :وبنفس الطريقة نبين أن  EK= −   )5 (  

2: لدينا  2
10 100FG = =  

2و  2 2 2
8 6 64 36 100EF EG+ = + = + =  

ˆومنه  Eقائم الزاوية في  EFGحسب مبرهنة فيتاغورس العكسية فإن المثلث  90E
°

=  

ˆلدينا  ˆ ˆ ˆ360 360 90 90 90 90DNK EDN EKN E
° ° ° ° °

= − − − = − − − =  

ˆبما أن  ˆ ˆ ˆ 90DNK E EDN EKN
°

= = = DNو  = IN=  فإن الرباعيDNKE مربع  

DE :ومنه  EK=   )6 (  

6GI :نستنتج أن   6و  5من  DE= −   )7 (  

5FG :ونعلم أن   FI GI= + =   )8 (  

8: نستنتج أن  8و  7و   4من  6 10FI GI DE DE+ = − + − =  

2: أي  14 10DE− + =  

2: أي  4DE− = −     
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4 :إذن 
2

2
DE = =  

)حساب مساحة الدائرة  -2 )1
C :  

  Dقائم الزاوية في  FNDلدينا المثلث 

2: حسب مبرهنة فيتاغورس المباشرة إذن  2 2
FN DF DN= +  

): أي  )
22 2

FN FE DE DN= − +  

): أي  )
22 2

8 2 2FN = − +  

2: أي 
36 4 40FN = + =  

2: ومنه  10FN =  

)على  Mالمسقط العمودي للنقطة  Jنعتبر النقطة  )DN  

ˆˆلدينا  ˆ ˆ360 360 90 90 90 90CMJ MJD JDC DCM
° ° ° ° °

= − − − = − − − =  

ˆˆبما أن  ˆ ˆ 90CMJ MJD JDC DCM
°

= = =   مستطيل CMJDفإن الرباعي   =

CM: ومنه  JD=  

2NJ: لدينا  DN DJ CM= − = 2MNو  − CM= +  

ˆ: لدينا  FDNفي المثلث  ˆ ˆ 180DFN FDN FND
°

+ + =  

ˆ :يعني  ˆ ˆ180DFN FDN FND
°

= − −  

ˆ :إذن  ˆ ˆ180 90 90DFN FND FND
° ° °

= − − = −   )9 (  

ˆ: لدينا  MNJفي المثلث  ˆ ˆ 180NMJ MJN MNJ
°

+ + =  

ˆ: يعني  ˆ ˆ180NMJ MJN MNJ
°

= − −  

ˆ :إذن  ˆ ˆ180 90 90NMJ FND FND
° ° °

= − − = −   )10 (  
ˆ: نستنتج أن  10و   9من  ˆDFN NMJ=  

ˆ: أي  ˆsin sinDFN NMJ=  

DN: اي  NJ

FN NM
=  

2: أي  2

22 10

CM

CM

−
=

+
  

2: أي  4 4 10 2 10CM CM+ = −  
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2: أي  2 10 4 10 4CM CM+ = −  

): أي  ) ( )2 1 10 2 2 10 2CM + = −  

2 :إذن  10 2

1 10
CM

−
=

+
  

  3تمر�ن 

: لدينا 
2

1 0
x y

y z

 +
− ≥ 

+ 
  

: يعني 
2

2 1 0
x y x y

y z y z

 + +
− + ≥ 

+ + 
: يعني    

2

1 2
x y x y

y z y z

 + +
+ ≥ 

+ + 
  

: يعني 
2

1 1
1 2

x y x y

x y x yy z y z

y z y z

  + +
 × + ≥ × + + + +  

+ +

  

1: يعني  1x y

x yy z x y

y z y z

+
+ ≥

++ +

+ +

2
x y

y z

+
×

+
  

2 :إذن  
x y y z

y z x y

+ +
+ ≥

+ +  
 )1 (  

2 :ريقة نبين أن طبنفس ال
x z y z

y z x z

+ +
+ ≥

+ +  
 )2 (  

2 و                    
x y x z

x z x y

+ +
+ ≥

+ +  
 )3 (  

  :  طرف بطرف  3و  2و  1المتفاوتات  نجمع

2 2 2
x y y z x z y z x y x z

y z x y y z x z x z x y

+ + + + + +
+ + + + + ≥ + +

+ + + + + +
  

2: أي  2 2
x y x z y z x z y z x y

y z y z x y x y x z x z

   + + + + + + 
+ + + + + ≥ + +     

+ + + + + +    
  

2: أي  2 2
6

x y z z x y y x z

y z x y x z

+ + + + + +
+ + ≥

+ + +
  

2: أي  2 2
6

x y z z x y y x z

y z y z x y x y x z x z

+ + +
+ + + + + ≥

+ + + + + +
  

2: أي  2 2
1 1 1 6

x z y

y z x y x z
+ + + + + ≥

+ + +
2: أي     2 2

3 6
x z y

y z x y x z
+ + + ≥

+ + +
  

2: أي  6 3
x z y

y z x y x z

 
+ + ≥ − 

+ + + 
1: أي     1

2 3
2 2

x z y

y z x y x z

 
× + + ≥ × 

+ + + 
  

3: وبالتالي 

2

x z y

y z x y x z
+ + ≥

+ + +
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  4تمر�ن 
): لدينا  )( )2 2

1 1 1x x y y+ + + + =  

): يعني  ) ( )
2

2 2

2

1
1 1 1

1

x x
x x y y

x x

− +
× + + + + =

− +
  

: يعني 
( )

( )

2
2 2

2

2

1

1 1
1

x x
y y

x x

− +
× + + =

− +
    

: يعني 
2

x
2

x− ( )2

2

1
1 1

1
y y

x x

−
× + + =

− +
  

: يعني 
( )2

2

1

1
1

y y

x x

− + +
=

− +
   

2: يعني    2
1 1y y x x− − + = − +  

2 :إذن   2
1 1x y x y+ = + − +   )1 (  

): لدينا  )( )2 2
1 1 1x x y y+ + + + =  

): يعني  ) ( )
2

2 2

2

1
1 1 1

1

y y
x x y y

y y

− +
+ + + + × =

− +
  

): يعني  )
( )

2
2 2

2

2

1

1 1
1

y y
x x

y y

− +
+ + × =

− +
     

): يعني  )
2

2
1

y
x x+ + ×

2
y−

2

1
1

1y y

−
=

− +
  

: يعني 
( )2

2

1

1
1

x x

y y

− + +
=

− +
   

2: يعني   2
1 1x x y y− − + = − +  

2 :إذن   2
1 1x y y x+ = + − +   )2 (  

): طرف بطرف  2و  1نجمع المتساويتان  ) 2
2 1x y x+ = +

2
1y− +

2
1y+ +

2
1x− +  

):  أي  )2 0x y+ =  

0x :وبالتالي  y+ = 
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�ولمبياد التاسع عشرٔ 
 1تمر�ن 

x  وy  وz  2: أعداد حقيقية موجبة قطعا بحيث 3 20x y z+ + ≥  

3: بين أن  9 4
13

2
x y z

x y z
+ + + + + ≥  

 

 2تمر�ن 

EGDF  معين مركزهA  2محيطه 41P cm=  

2ومساحته 
10S cm=  كما هو مبين في الشكل  

   .جانبه

)الدائرة  )1
C هي مماسة لأضلاع المعين  

)احسب مساحة الدائرة  )1
C 
  

  

  

  3ر�ن تم
x  وy  وz  1: أعداد حقيقية منعدمة بحيث 1 1

0
x y z

+ + =  

): بين أن  )
2 2 2 2y x z y x z+ + = + +

  4تمر�ن  
x  وy  عددان حقيقيان بحيث :x y≠  2و

2016x y= 2و  +
2016y x= + 

  xyاحسب 
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 %ل ٔ�ولمبياد التاسع عشر
 1تمر�ن 

  : لدينا   
3 9 4 4 2 4 3 9 4

2 4 2 4 2

3 3 3 9 4

4 2 4 2

3 3 3 9 4

4 4 2 2 4 4 2

x y z
x y z

x y z x y z

x x y y z z

x y z

x x y y z z

x y z

+ + + + + = + + + + +

+ + +
= + + + + +

= + + + + + + + +

  

3 :إذن  9 4 3 3 9 4 2 3

2 4 2 2 4 4

x y z x y z
x y z

x y z x y z

  + +   
+ + + + + = + + + + + +    

      
 )1 (  

: لدينا 
2

3 3
0

4

x

x

 
+ ≥  

 
  

 :يعني 
2 2

3 3 3 3
2 0

4 4

x x

x x

   
+ × + ≥      

   
  

3: يعني  3 3 3
2 0

4 4

x x

x x
+ × + ≥  

3 :إذن  3 3 3
2

4 4

x x

x x
+ ≥ ×

  
 )2 (  

9 :بنفس الطريقة نبين أن  9
2

2 2 2 2

y y

y y
+ ≥ ×

  
  )3 (  

4 و                        4
2

4 4

z z

z z
+ ≥ ×

    
 )4 (  

  : طرف بطرف   4و 3و  2نجمع المتفاوتات 
3 3 9 4 3 3 9 3 4

2 2 2
4 2 2 4 4 2 2 4

3
2

x y z x y z

x y z x y z

x

    
+ + + + + ≥ × + × + ×    

    

=
3

4 x
× 2

y
+

9

2 2 y
× 2

z
+

4

4
×

z

3 3
2 2 2

2 2
= × + × +

  

3 :ومنه  3 9 4
8

4 2 2 4

x y z

x y z

    
+ + + + + ≥    

       
 )5 (  
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2 :ونعلم أن  3 20x y z+ + ≥   )6 (  

  : نستنتج أن  6و  5و  1من 
3 9 4 3 3 9 4 3 20

8
2 4 2 2 4 4 2 4 4

x y z x y z
x y z

x y z x y z

    
+ + + + + = + + + + + + + + ≥ +    

    
  

3 :وبالتالي  9 4
13

2
x y z

x y z
+ + + + + ≥ 

 2تمر�ن 

4: لدينا  2 41P EG= × =  

2: إذن  41 41

4 2
EG = =  

1: ولدينا 
10

2
EGDFS ED FG= × × =

  
 )

EGDF
S  : مساحة المعينEGDF (  

10 :إذن  2 20ED FG× = × =   )1 (  

)قطة التماس بين الدائرة ن Hنعتبر  )1
C  

)والمستقيم  )EF  

): إذن  ) ( )EF AH⊥  

]: أي  ]AH ارتفاع في المثلثEAF  القائم الزاوية فيA   

AH: أي  EF AE AF× =   )علاقة مترية (  ×

AE: أي  AF
AH

EF

×
2: أي    = 2

ED FG

AH
EF

×

: أي   =
41

4
2

ED FG
AH

×
=

×

  

 :إذن 
2 41

ED FG
AH

×
=

  
 )2 (  

20: نستنتج أن   2و  1من 

2 41
AH 10: ومنه    = 41 10 41

4141 41
AH = × =  

)مساحة الدائرة   )1
C   :

( )1

2

C
S AHπ= ×  

: وبالتالي 
( )1

2

210 41
3.14 7.65

41
C

S cm
 

= × =  
 

  

  3تمر�ن 
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1: لدينا  1 1
0

x y z
+ + =

  
1: يعني  1 1

0xyz xyz
x y z

 
× + + = × 
 

0: يعني   
xyz xyz xyz

x y z
+ + =

  
0yz: يعني  xz xy+ + yz: يعني   = xz xy+ = −   

): يعني   )z y x xy+ = −

  
xy: يعني 

y x
z

−
+ xy: يعني   =

y x z z
z

−
+ + = +

  
): يعني  )

2

2 xy
y x z z

z

− 
+ + = + 

 
   

): ني يع  )
2

2 2
2

xy
y x z xy z

z

 
+ + = − + 

   
): يعني  ) ( )

2 2 2
2y x z y x xy z+ + = + − +

              
 )( )

2 2

2xy xy
y x

z z

−   
= = +   

   
  (

      
): ي يع )

2 2
2y x z y xy+ + = +

2
2x xy+ −

2
z+

  
): إذن  )

2 2 2 2
y x z y x z+ + = + + 

  4تمر�ن 
2: لدينا 

2016x y= 2و  +
2016y x= + 

2: يعني  2
2016x y− = 2016y+ − x−  

): يعني  )( ) ( )x y x y x y− + = − −  

): يعني  )
1

x y
x y

x y

− −
+ = = −

−
     )x y≠ (  

): يعني  ) ( )
2 2

1x y+ = −  

2: يعني  2
2 1x xy y+ + =  

2016: يعني  2 2016 1y xy x+ + + + =  

): يعني  ) 2032 2 1x y xy+ + + =  

1: يعني  2032 2 1xy− + + =          )1x y+ = −   (  

2: يعني  2030xy = −  

2015xy: وبالتالي  = −  
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�ولمبياد العشرون ٔ 
 1تمر�ن 

x  وy  وz 3: قيقية موجبة قطعا بحيث أعداد حx y z+ + =  

3: بين أن 

2

yx z

y z x z x y
+ + ≥

+ + + 

 2تمر�ن 

1احسب   1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 98 99 99 100
A = + + + + +

+ + + + +
LL  

  3تمر�ن 

1  -u  وv  وw  أعداد حقيقية  

): بين أن  ) ( )
2 2 2 2

3u v w u v w+ + ≤ + +

  
2- x  وy  وz  1: أعداد حقيقية موجبة قطعا بحيثx y z+ + =  

6: بين أن  1 6 1 6 1 3 3x y z+ + + + + ≤

  
) 1استعمل السؤال ( 

  4تمر�ن    
ABC 13AB: مثلث بحيث    cm= 

15BCو cm=  14وAC cm=  

هي مركز الدائرة  Oالنقطة 

  ABCالمحاطة بالمثلث 

  Rالتي شعاعها  

  

  

  احسب مساحة المنطقة المظللة
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�ولمبياد العشرون %ل ٔ  
  1تمر�ن 

): لدينا   )
2

1 0x − ≥  

): يعني  ) ( ) ( )
2

1 2 0 2x x x− × − − ≤ × − −     )2 0x− − ≤ (  

): يعني  ) ( )2 1 2 0x x x− + × − − 2x: يعني   ≥ x x− − 2x+ 4 2 0x x+ − − ≤  

3: يعني  2 0x x x− + − ): يعني   ≥ )3 2x x− : يعني   ≥
( )

1 1

23x x
≥

−
  

): يعني  )
( )

( )
2 21 1

23
x x

x x
× ≥ ×

−   
 :إذن  

2

x x

y z
≥

+  
 )1 (  

 :بنفس الطريقة نبين أن 
2

y y

x z
≥

+   
 )2 (  

 و                      
2

z z

x y
≥

+   
 )3 (  

:  طرف بطرف   3و  2و  1 نجمع المتفاوتات
2 2 2

yx z x y z

y z x z x y
+ + ≥ + +

+ + +
  

: أي 
2

yx z x y z

y z x z x y

+ +
+ + ≥

+ + +
  

3 :وبالتالي 

2

yx z

y z x z x y
+ + ≥

+ + +
 

  2تمر�ن 

  نضرب في المرافق
1 1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 98 99 99 100

1 1 2 1 2 3 1 3 4 1 98 99 1 99 100

1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 3 34 98 99 98 99 99 100 99 100

1 2 2 3 3 4 98 99 99 100

1 2 2 3 3 4 98 99 99 100

1 2 2 3 3 4 98 99 99 100

1 1 1 1 1

1 2

A= + + + + +
+ + + + +

− − − − −
= × + × + × + + × + ×

+ − + − + − + − + −

− − − − −
= + + + + +

− − − − −

− − − − −
=− − − − − −

=− +

LL

LL

LL

LL

2− 3+ 3− 4+ 98− −LL 99+ 99− 100

1 100 1 10 9

+

=− + =− + =
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  3تمر�ن 
): لنحدد إشارة الفرق   -1 ) ( )

22 2 2
3 u v w u v w+ + − + +

  
  لنحدد إشارة الفرق  

  :لدينا 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

222 2 2 2 2 2

22 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

3 3 3 3

3 3 3 2

3 3 3 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

0

u v w u v w u v w u v w

u v w u v u v w w

u v w u uv v uw vw w

u v w uv uw vw

u uv v u uw w v vw w

u v u w v w

+ + − + + = + + − + +

= + + − + − × + × −

= + + − − − − − −

= + + − − −

= − + + − + + − +

= − + − + − ≥

  

) : إذن ) ( )
2 2 2 2

3u v w u v w+ + ≤ + +

  
6: نضع   -2 1u x= +

   
6و   1v y= 6و    + 1w z= +

  
):  1حسب السؤال  ) ( )

2

6 1 6 1 6 1 3 6 1 6 1 6 1x y z x y z+ + + + + ≤ + + + + +

  
): يعني  ) ( )( )

2

6 1 6 1 6 1 3 6 3x y z x y z+ + + + + ≤ + + +

  
): يعني  ) ( )

2

6 1 6 1 6 1 3 6 1 3 27x y z+ + + + + ≤ × + =

   
 )1x y z+ + = (  

): يعني  )
2

6 1 6 1 6 1 27x y z+ + + + + ≤

  
6: وبالتالي   1 6 1 6 1 3 3x y z+ + + + + ≤

 4تمر�ن  
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   Dقائم الزاوية في  ADBلدينا المثلث 

2: حسب مبرهنة فيتاغورس المباشرة إذن  2 2AB AD DB= +  

2 :ومنه  2 2AD AB DB= −   )1 (  

   Dقائم الزاوية في  ADCلدينا المثلث 

2: حسب مبرهنة فيتاغورس المباشرة إذن  2 2
AC AD DC= +  

2 :ومنه  2 2
AD AC DC= −    )2 (  

2: نستنتج ان  2و  1من  2 2 2 2
AD AB DB AC DC= − = −  

2: أي  2 2 2
DB DC AB AC− = ): أي   − ) ( ) 2 2

DB DC DB DC AB AC− + = −  

): أي  ) 2 2
DB DC AC AB AC− = ): أي   − ) 2 2

15 13 14DB DC− × = −  

169: اي  196

15
DB DC

−
− =

  
1,8DB: أي   DC− = 1,8DC :إذن   − DB= +  

15BD: لدينا  DC+ =  

): يعني  )1,8 15BD DB+ + 2: يعني    = 15 1,8BD = 6,6BD: إذن    − =  
2: لدينا  2 2AD AB DB= 2: أي   − 2 2

13 6.6AD = 169: أي   − 43,56AD = −  

,11 :إذن  2AD =  

: لدينا 
ABC AOB OBC AOC

S S S S= + +  

13: يعني  15 14
84

2 2 2

R R R× × ×
= + 13: يعني    + 15 14

84
2 2 2

R
 

= + + 
 

84: يعني     21R= ×  

4R :إذن  cm=  

  مساحة الدائرة − ABCمساحة المثلث  =مساحة المنطقة المظللة :  ينا لد

  : يعني 
2 2

2

1 1
11, 2 15 3,14 4

2 2

84 50,24

33,76

AD BC R

cm

π× × − = × × − ×

= −

=

  

2:  وبالتالي مساحة المنطقة المظللة هي 
33,76cm 
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  لعشرونٔ�ولمبياد الوا%د وا
 1تمر�ن 

x  وy  وz  1: أعداد حقيقية بحيثx 1yو   < 1zو   < >  

1 :بين أن  1 1 1
xyz y x z

z x y xyz
+ + + > + + +

    
 

 2تمر�ن 

: نعتبر الشكل جانبه بحيث 

( ) ( )/ /D ∆  

360A: بين أن  B D
°

+ + = 

  

  

  

  

  3تمر�ن 
x  وy  وz  هي أطوال أضلاع مثلث  

): بين أن  )
2

4x z y xz+ − < 

  4تمر�ن 
x 2: عدد حقيقي غير منعدم بحيث   

2

1
7x

x
+ = 

1: أحسب 
x

x
+  
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  %ل ٔ�ولمبياد الوا%د والعشرون
 1تمر�ن 

1y:  بما أن  >

 
−1y: فإن  < −  

1: ومنه 
1

y
− > −

  
1: لدينا  

1
y

− > −

  
1xو  ):  يعني   < )

1
1 1x

y

 
+ − > + − 
 

  

1 : إذن 
0x

y
− >

   
 )1 (  

1 : بنفس الطريقة نبين أن 
0y

z
− >    )2 (            

1 و                       
0z

x
− >

   
 )3 (

  
1:  طرف بطرف  3و   2و  1نطرب المتفاوتات  1 1

0x y z
y z x

   
− − − >   

   
  

1: أي  1
1 0

x
xy z

z yz x

  
− − + − >  

  
1: أي     1 1 1

0xyz y x z
z x y xyz

− − + − + + − >

  
1: أي  1 1 1

0xyz y x z
z x y xyz

 
+ + + − + + + > 

 
  

1: وبالتالي  1 1 1
xyz y x z

z x y xyz
+ + + > + + +

 

  2تمر�ن 
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)بماأن  ) ( )/ /D )و  ∆ )K  قاطع لهما  

S'فإن  A= 
': لدينا  180S A A

°
= = −  

'و        180B B
°

= −   

'و        180D D
°

= −  

180زوايا مثلث تساويونعلم أن مجموع 
°   

S: يعني  ' ' 180B D
°

+ + =  

180:يعني   180 180 180A B D
° ° ° °

− + − + − =  

180: يعني  180 180A B D
° ° °

+ + = + + 180
°

−  

360A: وبالتالي  B D
°

+ + =  
 

  3تمر�ن 
)لنحدد إشارة الفرق  )

2

4x z y xz+ − −  :  

( ) ( )( )

( ) ( )

( )

22

2 2

2 2 2

2 2 2

4 4

2 4

2 2 2 4

2

x z y xz x z y xz

x z x z y y xz

x xz z xy yz y xz

x z y xy yz xz

+ − − = + − −

= + − × + × + −

= + + − + + −

= + + − + +

  

  هي أطوال أضلاع مثلث zو  yو  x: لدينا 

x: يعني  y z+   )متقاوثة مثلثية (      <

): يعني  )z x y z z× + > ×    )0z > (  

2xz :إذن  yz z+ >   )1 (  

2yz :وبنفس الطريقة نبين أن  xy y+ >    )2 (  

2xy و                          xz x+ >   )3 (  

  :طرف بطرف   3و  2و  1نجمع المتفاوتات 

2 2 2xz yz yz xy xy xz z y x+ + + + + > + +  

): أي  ) 2 2 2
2 xy yz xz x y z+ + > + +  
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): أي  ) ( )
2 2 2 2

4 2 0x z y xz x z y xy yz xz+ − − = + + − + + ≤  

) :وبالتالي  )
2

4x z y xz+ − <  
 

  4تمر�ن 
  : نضع 

  : يعني 

  : يعني 

  : يعني 

  : يعني 

  : يعني 

  : يعني 

  : يعني 

  و أ : يعني 

  المعادلة ليس لها حل  : يعني 

  أو       

  أو  : يعني 

  أو  : يعني 

  ونعلم أن 

 : وبالتالي 

  

  

1
y x

x
= +

2

2 1 1
2y x x

xx

 
= + = + + 
 

2 1
2y x

x
− = +

( )
2

2
2 1

2y x
x

 
− = + 

 

( )
2

2 2

2

1
2 2 7 2 9y x

x
− = + + = + =

( )
2

2
2 9 0y − − =

( )( )2 2
2 3 2 3 0y y− + − − =

( )( )2 2
1 5 0y y+ − =

2
1 0y + =

2
5 0y − =

2
1y = −

( )( )5 5 0y y− + =

5 0y − =5 0y + =

5y =5y = −

1
0y x

x
= + >

1
5y x

x
= + =
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�ولمبياد الثاني والعشرونٔ  
 1تمر�ن 

1x :عدد حقيقي بحيث     و   <
2

2 2

20

x
x

+
=

 
  

2: بين أن 
14 1x x+ = 

  2تمر�ن 

  :نعتبر الشكل جانبه بحيث 

CDEF  2مربع طول ضلعه يساويcm  

( )'C   دائرة  مركزهاO  1شعاعهاcm  

( )C   دائرة  مركزها'O  شعاعهاr  

3بين أن   2 2r = −  

  

  

  

  

  

  3تمر�ن 

x  وy  وz  0: أعداد حقيقية بحيثx y z+ + و  ≠
2 2 2

0
x y z

y z x z x y
+ + =

+ + +
  

1: بين أن 
x y z

y z x z x y
+ + =

+ + +
  

 

  4تمر�ن 
EFG  مثلث قائم الزاوية فيE   

3 : بين أن   3 3
EF EG FG+ <  

 

x
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  %ل ٔ�ولمبياد الثاني والعشرون
  1تمر�ن 

: لدينا 
2

2 2

20

x
x

+
:  يعني   =

2
2

2 2 2

20

x
x

 +
=   
 

:  يعني   
( )

2
2

2

2

2 2

20

x
x

+
=  

: يعني 
4 2

2 2 4 2

400

x x
x

+ +
2: يعني   =

2
x =

( )4 2
2 1

2

x x+ +

200×
2: يعني    4 2

200 2 1x x x= + +  

2: يعني  2 4 2
196 4 2 1x x x x+ = + 2: يعني    + 4 2

196 2 1x x x= − +   

): يعني  ) ( )
22 2

14 1x x= 2: يعني   −
14 1x x= −  

2: وبالتالي 
14 1x x+ = 

  2تمر�ن 

: لدينا 
2 2 2

0
x y z

y z x z x y
+ + =

+ + +
  

): يعني  ) ( )
2 2 2

0
x y z

x y z x y z
y z x z x y

+ + + + + = + + +
+ + +

  

): يعني  )
2 2 2

x y z
x y z x y z

y z x z x y

     
+ + + + + = + +     

+ + +     
  

): يعني  ) ( ) ( )
( )

2 2 2
x x y z y y x z z z x y

x y z
y z x z x yz

+ + + + + +
+ + = + +

+ + +
  

): يعني  ) ( ) ( )
( )

x x y z y x y z z x y z
x y z

y z x z x y

+ + + + + +
+ + = + +

+ + +
  

): يعني  ) ( )
x y z

x y z x y z
y z x z x y

 
+ + + + = + + 

+ + + 
  

1: يعني 

x y z+ +
x y z× + +( )

1x y z

y z x z x y x y z

 
+ + = 

+ + + + + 
x y z× + +( )  

1: وبالتالي 
x y z

y z x z x y
+ + =

+ + +
  

 3تمر�ن 
': لدينا  'OO OL LO= +  

OKو   OJ KJ= KO'و  − JD r= −  

' :إذن  1OO r= 1OKو     + r= −    
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' و     1KO r= −  

  Kقائم الزاوية في  OKO'لدينا المثلث 

:  حسب مبرهنة فيثاغورس المباشرة إذن 

2 2 2
' OK O'KOO = +  

): أي  ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1r r r+ = − + −   
): أي   ) ( )

2 2

1 2 1r r+ = −   

): أي   )
2

1 2 1r r+ = −  

): أي  )1 2 1r r+ = : أي   −

2 2 1r r+ = ): أي   − )1 2 2 1r + = −  

 :اي 

( )
( )

2

22 12 1 1 2
2 1

1 21 2 1 2
r

− −− −
= × = = −

−+ −
  

2 :وبالتالي  2 2 1 3 2 2r = − + = − 

 4تمر�ن 

   Eلث قائم الزاوية في مث EFGلدينا 

2: إذن  2 2
EF EG FG+ =  

3: لنبين أن  3 3
0EF EG FG+ − <  

( )

( ) ( )

3 3 3 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
0

EF EG FG EF EF EG EG FG FG

EF EF EG EG EF EG FG

EF EF EG EG EF FG EG FG

EF EF FG EG EG FG

+ − = × + × − ×

= × + × − + ×

= × + × − × − ×

= × − + × − <

  

EFلأن (  FG<  وEG FG< (  

3:  وبالتالي    3 3
EF EG FG+ < 
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�ولمبياد الثالث والعشرونٔ  

 1�ن تمر 

x  0( عدد حقيقي غير منعدمx : بحيث )  ≠
2

1

1 3

x

x
=

+
  

: بين أن 
3

6 5 4 3 2

1

1 29

x

x x x x x x
=

+ + + + + +
 

 

  2تمر�ن 

a  وb  وc  أطوال أضلاع مثلث  

2بين أن  - 1 
a b c

b c c a a b
+ + <

+ + +
  

2a: بين أن  -2 b c b c a b+ − + + − ≤  

a: استنتج أن  -3 b c b c a a c b a b c+ − + + − + + − ≤ + +  

  

  3تمر�ن 
x  وy  وz  أعداد حقيقية غير منعدمة بحيث :

2

xyz
xy yz zx+ + =  

1:  بين أن  1 1 1

2 2 2 2x y z
+ + <

+ + +
  

 

  4تمر�ن 

x  وy  عددان حقيقيان غير منعدمان بحيث :
2 2

2 2

1

3

x xy y

x xy y

− +
=

+ +
  

xاحسب 

y
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  %ل ٔ�ولمبياد الثالث والعشرون

 1تمر�ن 

  : لدينا 
3 3

6 5 4 3 2
1

x x

x x x x x x
=

+ + + + + + 3
x

3 2

2 3

2 3

2 3

1 1 1
1

1

1 1 1
1

x x x
x x x

x x x
x x x

 
+ + + + + + 

 

=
     

+ + + + + +     
     

  

  

1لنحدد قيمة 
x

x
+  :  

: لدينا 
2

1

1 3

x

x
=

+
x: يعني   

x

1

1 3
x

x

=
 

+ 
 

1: يعني    1

1 3
x

x

=

+

  

1 :إذن 
3x

x
+ =  

  

2لنحدد قيمة 

2

1
x

x
+  :  

1: لدينا 
3x

x
+ : يعني   =

2

21
3x

x

 
+ = 

 
2: يعني   

2

1
2 9x

x
+ + =  

2 :إذن 

2

1
7x

x
+ = 

 

3لنحدد قيمة 

3

1
x

x
+  :  

2: لدينا 

2

1 1
3 7x x

x x

  
+ + = ×  

  

1
3x

x
+ 3: يعني   =

3

1 1
21x x

x x

 
+ + + = 
 

  

3: يعني 

3

1
3 21x

x
+ + 3 :إذن    =

3

1
18x

x
+ =  

  : لدينا 
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3

6 5 4 3 2
2 3

2 3

1

1 1 11
1

1

1 3 7 18

x

x x x x x x
x x x

x x x

=
+ + + + + +      

+ + + + + +     
     

=
+ + +

  

 :وبالتالي 
3

6 5 4 3 2

1

1 29

x

x x x x x x
=

+ + + + + +
 

 2تمر�ن 

  :لدينا    -1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

a b c a b c

b c c a a b b c c a a b

a b c

b c b c c a c a a b a b

+ + = + +
+ + + + + +

= + +
+ + + + + + + + +

  
  أطوال أضلاع مثلث  cو  bو  a:  ينا لد 

a:    يعني     b c+ cو  < a b+ bو  < c a+ >  

): يعني  )a b a b c a b+ + + > + )و  + )c a c a b c a+ + + > + )و  + )b c b c a b c+ + + > + +  

: يعني 
( )

1 1

a b a b c a b
<

+ + + + +
و  

( )

1 1

c a c a b c a
<

+ + + + +
و  

( )

1 1

b c b c a b c
<

+ + + + +
  

: يعني 
( )

2 2c c

a b a b c a b
<

+ + + + +
و  

( )

2 2b b

c a c a b c a
<

+ + + + +
و  

( )

2 2a a

b c b c a b c
<

+ + + + +
  

  : إذن 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

22 2 2

a b c a b c

b c c a a b b c b c c a c a a b a b

a b ca b c

a b c b c a c a b

+ + = + +
+ + + + + + + + + + + +

+ +
< + + =

+ + + + + +

( )
a b c+ +

2=

  
a: لدينا  -2 b c+ cو  < a b+ bو  < c a+ 0a: يعني   < b c+ − 0cو  < a b+ − 0bو  < c a+ − >  

0x:  نضع  a b c= + − 0yو  < c a b= + − 0zو  < b c a= + − >   

2x: يعني  y a+ 2xو  = z b+ 2yو  = z c+ =   

a:   إذن  b c b c a x z+ − + + − = 2xو  + z b+ =  

2x: لنبين أن  z x z+ ≤ +  

): لدينا  ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 0x z x z x z x x z z x x z z x z+ − + = + − − − = − + = − ≥  
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): يعني  ) ( )
2

2 x z x z+ ≥ +  

): يعني  ) ( )
2

2 x z x z+ ≥ +  

2x: إذن  z x z+ ≤ +  

2a :وبالتالي  b c b c a b+ − + + − ≤  

2a :حسب السؤال السابق لدينا  -3 b c b c a b+ − + + − ≤   )1 (  

2b :وبنفس الطريقة نبين أن   c a c a b c+ − + + − ≤   )2 ( 

2c  و         a b a b c a+ − + + − ≤   )3 ( 

 :طرف بطرف  3و  2و  1نجمع المتفاوتات 

2 2 2 2 2 2a b c b c a c a b b c a+ − + + − + + − ≤ + +  
):  أي ) ( )2 2a b c b c a c a b b c a+ − + + − + + − ≤ + +  

a : تالي وبال b c b c a a c b a b c+ − + + − + + − ≤ + + 

  3تمر�ن 
: لدينا 

2

xyz
xy yz zx+ + =  

1: يعني 

2

xy yz zx

xyz

+ +
=  

1: يعني 

2

xy yz zx

xyz xyz xyz
+ + =  

1 :إذن   1 1 1

2z x y
+ + =

  
 )1 (  

2:  لدينا  0>  

2: يعني  x x> −  

2: يعني  x x+ >  

1   :إذن   1

2 x x
<

+   
 )2 (  

1  : بنفس الطريقة نبين أن  1

2 y y
<

+
1 و       ) 3(   1

2 z z
<

+  
 )4 (  

 :نستنتج أن  4و  3و  2نجمع المتفاوتات 
 

1 1 1 1 1 1

2 2 2x y z x y z
+ + < + +

+ + +
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1 :  نستنتج أن   5و  1من  1 1 1

2 2 2 2x y z
+ + <

+ + + 

  4تمر�ن 

: لدينا 
2 2

2 2

1

3

x xy y

x xy y

− +
=

+ +
  

: يعني 
xy 1

x y

y x

xy

 
× − + 
  1

3
1

x y

y x

=
 

× + + 
 

   

  : يعني  

x: نضع 
k

y
=  

: يعني 
1

1
1

1 3
1

k
k

k
k

− +

=

+ +

    

      : يعني  

  : يعني 

   : يعني 

  : يعني   

  : يعني   : يعني 

  : عني ي    : يعني 

  : يعني    : يعني 

  : إذن 

  :وبالتالي 

1
1

3
1

x y

y x

x y

y x

− +

=

+ +

2

2

1

1

1 3

k k

k

k k

k

− +

=
+ +

2
1k k

k

− + k
×

2

1

1 3k k
=

+ +
2

2

1 1

1 3

k k

k k

− +
=

+ +

2 2
1 3 3 3k k k k+ + = − +

2 2
3 3 3 1 0k k k k− + − − − =

2
2 4 2 0k k− + =

( )2
2 2 1 0k k− + =

2
2 1 0k k− + =

( )
2

1 0k − =1 0k − =

1k =

1
x

y
=
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�ولمبياد الرابع والعشرونٔ  
 1تمر�ن 

x  وy  وz  2: أعداد حقيقية  بحيث 2 2

3 3 3

1

3

5

x y z

x y z

x y z

+ + =


+ + =


+ + =

1: بين أن       

3
xyz = 

  2تمر�ن 
2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 ..... 99 100X = − + − + + − 

1 2 3 4 ...... 99 100Y = + + + + + +  
0X: بين أن  Y+ =  

  3تمر�ن 
)الدوائر :  نعتبر الشكل أسفله  بحيث  )1

,C M a  و( )2
,C N c  و( )3

,C P b  متماسة فيما بينها  

)والمستقيم  1: مماس للدوائر الثلاثة بين أن  ∆( 1 1

c b a
= +  

  
 

  4تمر�ن 
a  وb  وc  بين أن . أطوال أضلاع مثلث ( ) ( )( )a b c a c b b c a abc+ − + − + − ≤
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  %ل ٔ�ولمبياد الرابع والعشرون
 1تمر�ن 

1x: لدينا  y z+ + =    

): يعني   )
3 3

1x y z+ + =     

): يعني   ) ( )
2

1x y z x y z+ + × + + = 

): يعني  ) ( )2 2 2
2 2 2 1x y z xy xz yz x y z+ + + + + × + + =  

3: يعني  3 3 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 6 1x y z x y x z y x y z z x z y xyz+ + + + + + + + + =  

): يعني  ) ( ) ( )3 3 3 2 2 2
3 3 3 6 1x y z x y z y x z z x y xyz+ + + + + + + + + =  

1x:  بما أن  y z+ + 1x: فإن  = y z+ = 1yو  − z x+ = 1xو  − z y+ = −  

): يعني  ) ( ) ( )3 3 3 2 2 2
3 1 3 1 3 1 6 1x y z x x y y z z xyz+ + + − + − + − + =  

3: يعني  3 3 2 2 2 3 3 3
3 3 3 3 3 3 6 1x y z x y z x y z xyz+ + + + + − − − + =  

): يعني  ) ( )3 3 3 2 2 2 3 3 3
3 3 6 1x y z x y z x y z xyz+ + + + + − + + + =  

5: يعني  3 3 3 5 6 1xyz+ × − × + =       )2 2 2
3x y z+ + 3و  = 3 3

5x y z+ + = (  

1: يعني  6 1xyz− + =  

2: وبالتالي   1

6 3
xyz = =  

 

  2تمر�ن 
  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 2 3 4 ..... 99 100 1 2 3 4 ...... 99 100

1 1 2 2 3 3 4 4 ... 99 99 100 100

2 2 1 2 3 1 3 4 1 4 ... 99 1 99 100 1 100

2 2 1 3 4 4 3 ... 99 100 100 99

2

X Y+ = − + − + + − + + + + + + +

= + + − + + + − + + + + −

= + × − + × + + × − + + × + + × −

= + × − + × + × − + + × + × −

= 2− 12+ 12− ... 9900+ + 9900−

0=
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  3تمر�ن 

  
 Aقائم الزاوية في  MANلدينا 

2: حسب مبرهنة فيثاغورس المباشرة إذن  2 2
MN MA AN= +  

2: أي  2 2
AN MN MA= ): أي   − ) ( )

2 22AN a c a c= + − −  

): أي  ) ( )
2 2

AN a c a c= + − 2: أي   −
AN a=

2
2ac c+ +

2
a−

2
2ac c+ −  

4 :ومنه  2AN ac ac= =   )1 (  

  Dقائم الزاوية في  NDPو لدينا 

2: اغورس المباشرة إذن حسب مبرهنة فيث 2 2
NP ND DP= +  

2: أي  2 2
ND NP DP= ): أي    − ) ( )

2 22ND c b b c= + − −  

): أي  ) ( )
2 2

ND c b b c= + − 2: أي   −
ND c=

2
2cb b+ +

2
c−

2
2cb b+ −  

4 :ومنه  2ND cb cb= =   )2 (  

  Fقائم الزاوية في  MFPو لدينا 

2: حسب مبرهنة فيثاغورس المباشرة إذن  2 2MP MF PF= +  
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2: أي  2 2MF MP PF= ): أي   − ) ( )
2 22MF a b b a= + − −  

): أي  ) ( )
2 2

MF a b b a= + − 2: أي   −
MF a=

2
2ab b+ +

2
b−

2
2ab a+ −  

4 :ومنه  2MF ab ab= =    )3 (  

MF :لدينا  AD AN ND= = +    )4 (  

2: نستنتج أن  4و  3و  2و  1من  2 2ab ac cb= +  

): أي  )
1 1

2 2 2
2 2

ab ac cb
abc abc

× = × +  

1: وبالتالي  1 1

c b a
= + 

  4تمر�ن 

  أطوال أضلاع مثلث  cو  bو  aلدينا 

a :يعني  b c+ cو  < a b+ bو  < c a+ >   

0a: يعني   b c+ − 0cو  < a b+ − 0bو  < c a+ − >  

0x:  نضع  a b c= + − 0yو < b c a= + − 0zو   < c a b= + − >  

): لدينا  )
2

0x y− 2: يعني   ≤ 0x xy y− + 2: يعني   ≤ xy x y≤ +  

 : إذن 
2

x y
xy

+
≤

  
 )1 (  

 :ن بنفس الطريقة نبين أ
2

x z
xz

+
≤

   
 )2 (  

 و                       
2

y z
yz

+
≤

  
 )3 (  

: طرف بطرف  3و  2و  1نضرب المتفاوتات 
2 2 2

x y x z y z
xy xz yz

+ + +
× × ≤ × ×  

): أي  )
2

2 2 2

x y x z y z
xyz

+ + +
≤ × : أي   ×

2 2 2

x y x z y z
xyz

+ + +
≤ × ×  

: أي 

( )( )( )
a

a b c b c a a c b+ − + − + − ≤
b c+ − b c+ + a−

2

a b+
×

c− a c+ + b−

2

b
×

c a+ − a+ c b+ −

2
  

): أي  )( )( )
2

a b c b c a a c b+ − + − + − ≤
2

b 2
×

2

a 2
×

2

c  

): وبالتالي  ) ( )( )a b c b c a a c b abc+ − + − + − ≤ 
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�ولمبياد الخامس والعشرونٔ  
  1تمر�ن 

x  وy  وz أعداد حقيقية موجبة قطعا 

):  بين أن    ) ( ) ( ) 8x y x z y z xyz+ + + ≥  

  2تمر�ن 

  :  نعطي

  أحسب   
  3تمر�ن 

)المستقيمان  )D  و(   Oيتقاطعان في النقطة ∆(

)ومماسان للدوائر  )1
,30C J  و( )2

,18C H  و( )3
,C I r  

 تان والدائر 
1

C  و
2

C  متماستان  

 والدائرتان 
3

C   متماستان  و   

شعاع الدائرة  rاحسب 
3

C  

  

  

  

  

  

  

  
 

  4تمر�ن 

       : بين أن  

 

3 3 3 3
1 2 .... 14 15 14400+ + + + =

3 3 3 3 3
2 4 6 .... 28 30+ + + +

2
C

2016 2015 2014 2013 1 4058209

4 2

× × × +
=
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  %ل ٔ�ولمبياد الخامس والعشرون
  1تمر�ن 

 

): لدينا    ) ( ) ( )
2 2 2

2 0x y x y x y− = + − × ≥  

2: إذن    0x y xy+ − ≥ 

2x :ومنه  y xy+ ≥    )1 (  

2x :  بنفس الطريقة نبين أن   z xz+ ≥    )2 (           

             ) 3(   و                           

  :طرف بطرف  3و  2و  نضرب المتفاوتات  

( )( ) ( ) 2 2 2x y x z y z xy xz yz+ + + ≥ × ×  

   : أي 

) :وبالتالي  ) ( ) ( ) 8x y x z y z xyz+ + + ≥ 

 

  2تمر�ن 
  : لدينا   

  

  : إذن 

  

2y z yz+ ≥

1

( )( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

8x y x z y z x z y+ + + ≥ × ×

( )

( )

( )

( )

( )

3 3 3 3 3

33 3 3

33 3 3

33 3 3

33 3 3

33 3 3

2 4 6 .... 28 30

2 2 1 2 1

4 2 2 2 2

6 2 1 2 1

28 14 2 14 2

30 15 2 15 2

+ + + +

= × = ×

= × = ×

= × = ×

= × = ×

= × = ×

M

( )

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

2 4 6 .... 28 30 2 1 2 2 2 3 .... 14 2 15 2

2 1 2 .... 14 15

8 14400

+ + + + = × + × + × + + × + ×

= + + + +

= ×
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 3تمر�ن 
)لدينا المستقيمان  )D  و(   مماسان للدوائر  ∆(

( )1
C  و( )2

C  و( )3
C  على التوالي فيA  وL  

  Eو  

): يعني  ) ( )JA ⊥ )و  ∆ ) ( )HL ⊥ )و  ∆ ) ( )IE ⊥ ∆  

ˆ: يعني  ˆ ˆsin sin sinIOE HOL JOA= =  

IE: يعني  HL JA

OI OH OJ
= =    

:يعني 
18 30

2 18 2 2 18 30

r

OM r OM r OM r
= =

+ + + + + × +
  

  

18 :إذن  30

2 18 2 66

r

OM r OM r OM r
= =

+ + + + +
  

18: لدينا  1حسب النتيجة 

2 18

r

OM r OM r
=

+ + +
  

2: يعني 
2 18 18 18r OM r r OM r× + + = × +  

2: يعني 
2 18r OM r OM= × − ×  

): يعني  )2
2 18r OM r= −  

 :إذن 
2

2

18

r
OM

r
=

−   
 )1 (  

18: لدينا  1حسب النتيجة  30

2 18 2 66OM r OM r
=

+ + + +
  

18: يعني  36 1188 30 60 540OM r OM r× + + = × + +  

30: يعني  18 60 36 1188 540OM OM r r× − × + − = −  

12 :إذن   24 648OM r× + =    )2 (  

: نستنتج أن  2و  1من 
2

2
12 24 648

18

r
r

r

 
× + = 

− 
  

: أي 
2

24r
2

432 24r r+ −
648

18 r
=

−
  

432: أي  11664 648r r= −  
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1080: أي  11664r =  

11664: وبالتالي 
10,8

1080
r = =  

 

4تمر�ن 
   

  : نضع 

   

  : نضع  

   

  

  

  

  

2013x =

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )2 2

3 2 1 12016 2015 2014 2013 1

4 4

3 2 1 1

4

3 3 2 1

4

x x x x

x x x x

x x x x

+ × + × + × +× × × +
=

× + × + × + +
=

+ × + + +
=

2
3t x x= +

( ) ( )

( )

( )

2 2

2

2

2

2

3 3 2 12016 2015 2014 2013 1

4 4

2 1

4

2 1

4

1

4

1

2

3 1

2

2013 3 2013 1

2

4052169 6039 1 4058209

2 2

x x x x

t t

t t

t

t

x x

+ × + + +× × × +
=

× + +
=

+ +
=

+
=

+
=

+ +
=

+ × +
=

+ +
= =
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�ولمبياد السادس والعشرونٔ  
 1تمر�ن 

x  ن �و� و�����	ددان � �  ��ن �ط

 : ��ن أن 

  2تمر�ن 
a  وb  وx  وy  أعداد حقيقية موجبة قطعا بحيث :x y≤ 

x: بين أن  ax by y

y ay bx x

+
≤ ≤

+
  

  3تمر�ن 

1- x  وy  16: عددان حقيقيان موجبان بحيث 2x y− 224xyو  = =  

xأحسب  y+  

  : احسب  -2

 

  4تمر�ن 
  احسب مساحة المنطقة المضللة 

  

  

  

  

  

  
 

y

2 2

2 2
3 2

x y x y

y x y x

 
+ + ≥ + 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 28 70 130 208 304 418 550 700
S = + + + + + + + +
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  %ل ٔ�ولمبياد السادس والعشرون
 1تمر�ن 

  : لدينا 

  

 :  إذن

  2تمر�ن 
x: لدينا  y≤ 

2: يعني  2
x y≤  

): يعني  ) ( )2 2
bx x bx y× ≤ )و  × ) ( )2 2

ay x ay y× ≤ ×    )  0bx 0ayو   < >  (       

3: يعني  2
bx bxy≤  2و 3

ayx ay≤  

): يعني  ) ( )3 2 2 2
bx ax y bxy ax y+ ≤ )و  + ) ( )2 2 3 2

ayx bxy ay bxy+ ≤ +  

): يعني  ) ( )2
x bx ay xy by ax+ ≤ )و  + ) ( )2

xy ax by y ay bx+ ≤ +  

): يعني  ) ( )2

2 2

1 1
x bx ay xy by ax

x x
× + ≤ × )و  + ) ( )2

2 2

1 1
xy ax by y ay bx

y y
× + ≤ × +  

): يعني  )
y

bx ay by ax
x

+ ≤ × )و  + ) ( )
x

ax by ay bx
y

× + ≤ +  

1: يعني  1x

bx ay y by ax

 
≥ × 

+ + 
1و   1y

x ax by ay bx

 
× ≥ 

+ + 
  

ax: يعني  by x

bx ay y

+
≥

+
yو   ax by

x ay bx

+
≥

+
  

x: وبالتالي  ax by y

y ay bx x

+
≤ ≤

+
  

  

  3تمر�ن 

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2

3 2 2 2 1

2 1

1 0

x y x y x y x y

y x y x y x y x

x y x y

y x y x

x y

y x

   
+ + − + = + + − + +   

   

   
= + − + +   
   

 
= + − ≥ 
 

2 2

2 2
3 2

x y x y

y x y x

 
+ + ≥ + 
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16: لدينا  -1 2x y− =  

): يعني  ) ( )
22

16 2x y− =  

2 :إذن  2
2 256 2 512x xy y− + = × =    )1 (  

224xy: لدينا  =  

4 :نإذ 4 224 896xy× = × =     )2 (  

2: طرف بطرف  2و  1نجمع المساويتان   2
2 4 512 896x xy y xy− + + × = +  

2: أي  2
2 1408x xy y+ + =  

): أي  )
2

1408x y+ =  

1408: وبالتالي  2 352x y+ = =  
2-   

 

  4تمر�ن 

:  مساحة الشكل   -
2

2

4

π
π

×
=  

:  2مساحة نصف الدائرة التي قطرها يساوي  -
2

1

2 2

π π×
=  

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 4 4 7 7 10 10 13 13 16 16 19 19 22 22 25 25 28

1 4 1 1 7 4 1 10 7 1 13 10 1 16 13 1 19 16 1 22 19 1 25 22 1 28 25

3 1 4 3 4 7 3 7 10 3 10 13 3 13 16 3 16 19 3 19 22 3 22 25 3 25 28

1 1 1 1 1
1

3 4 3 4 7

S= + + + + + + + +
× × × × × × × × ×

− − − − − − − − −
= × + × + × + × + × + × + × + × + ×

× × × × × × × × ×

  
= × − + × − 

  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 7 10 3 10 13 3 13 16 3 16 19 3 19 22 3 22 25 3 25 28

1 1
1

3 4

              
+ × − + × − + × − + × − + × − + × − + × −               
              

= −
1

4
+

1

7
−

1

7
+

1

10
−

1

10
+

1

13
−

1

13
+

1

16
−

1

16
+

1

19
−

1

19
+

1

22
−

1

22
+

1

25
−

1

25
+

1

28

1 1
1

3 28

1 27

3 28

1

3

 
− 

 

 
= − 
 

= ×

=
9 3×

×
28

9

28
=



   ا��	� ��ا��
	�: ا����ذ 

 

te/stitmathhttps://sites.google.com/si     111  

2:  2مساحة نصف الدائرتين التي قطراهما يساويان  -

2 2

π π
+ =

2

π
π=  

  :مساحة الشكل البيضاوي  -
2

2 2 1
1 2 1 1 2 1

4 4

4
1

2

2

2

π π

π

π

 ×  
− − = − −   

  

−
= −

−
=

  

  

  : مساحة المنطقة المضللة  -

مساحة  -مساحة نصف الدائرتين ( -مساحة الشكل= مساحة المنطقة المضللة 

  )الشكل البيضاوي 

π π−
22 2

2 2
cm

π π− − 
− = 

 
  

22: مساحة المنطقة المضللة هي 

2
cm

π−
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�ولمبياد السابع والعشرونٔ  
 1تمر�ن 

  الشكل جانبه يمثل صهريج يحتوي على حنفيتين لمئه بالماء 

   ساعتانملأ الصهريج في  الحنفية الأولى ت

  ساعات 3والحنفية الثانية تملأ الصهريج في  

  إذا فتحنا الحنفيتين في نفس الوقت فكم سيستغرق

  من الوقت حتى يمتلأ الصهريج 
 

  2تمر�ن 
x  وy  وz  أعداد حقيقية  موجبة قطعا 

: بين أن 
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

2x yz y xz z xy yz xz xy

 
+ + ≤ + + 

+ + +  
  

  3تمر�ن 
ABCD  2مستطيل مساحته

30S cm=  65و طول قطرهBD =  

 Pحدد محيط المستطيل 

  4تمر�ن 

 مثلث ABC: في الشكل جانبه 

متساويا  ACEو  BADوالمثلثان 

 Eو Dعلى التوالي في لأضلاع ال

DC: بين أن  BE=  
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�ولمبياد السابع والعشرونٔ  
 1تمر�ن 

  حجم الصهريج :  V: نضع 

        
1

S  : صبيب الحنفية الأولى  

        
2

S  : صبيب الحنفية الثانية  

         t  : متلأ الصهريج بواسطة الحنفيتين معاحتى يالمدة الزمنية  

: عند ملأ الصهريج بالحنفية الأولى فإن حجم الصهريج هو  -
1

2V S= ×  

: يعني 
1

2

V
S =  

: عند ملأ الصهريج بالحنفية الثانية فإن حجم الصهريج هو  -
2

3V S= ×  

: يعني 
2

3

V
S =  

): عند ملأ الصهريج بالحنفيتين معا  فإن حجم الصهريج هو  - )1 2
V S S t= + ×  

: يعني 
1 2

V
t

S S
=

+
  : يعني    

6 :إذن 

5
t h=  

1: بواسطة الحنفيتين معا هي ة الزمنية لملأ الصهريج المد 12 minh 

 2تمر�ن 

): لدينا  )
2

0x yz− ≥  

2: يعني 
2 0x x yz yz− + 2: يعني    ≤

2x yz x yz+ : يعني    ≤
2

1 1

2x yz x yz
≤

+
  

: يعني 
2

1 1

2

yz

x yz x yz yz
≤ ×

+
  

 :إذن  
2

1

2

yz

x yz xyz
≤

+   
 )1 (  

 :بنفس الطريقة نبين أن 
2

1

2

xz

y xz xyz
≤

+   
 )2 (  

6

5 5

2 3 6

V V
t V

V V V V
= = = ×

+
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 و                      
2

1

2

xy

z xy xyz
≤

+   
 )3 (  

:  طرف بطرف  3و  2و 1نجمع المتفاوتات 
2 2 2

1 1 1

2 2 2

yz xyxz

x yz y xz z xy xyz xyz xyz
+ + ≤ + +

+ + +
  

 :ومنه 
2 2 2

1 1 1 1

2

yz xz xy

x yz y xz z xy xyz

 + +
+ + ≤   + + +       

 )4 (  

): لدينا  )
2

0x y− ≥  

2: يعني  0x xy y− + ≥  

2x: يعني  y xy+ ≥  

 :إذن  
2

x y
xy

+
≥

   
 )5 (  

 :بنفس الطريقة نبين أن 
2

x z
xz

+
≥

   
 )6 (  

 و                      
2

y z
yz

+
≥

   
 )7 (  

: طرف بطرف  7و  6و 5نجمع المتفاوتات 
2 2 2

x y x z y z
xy xz yz

+ + +
+ + ≤ + +  

2: اي  2 2

2

x y z
xy xz yz

+ +
+ + ≤  

2: اي 
xy xz yz+ + ≤

( )

2

x y z+ +  

xy :ومنه  xz yz x y z+ + ≤ + +    )8 (  

: نستنتج أن  8و 4من 
2 2 2

1 1 1 1 1

2 2

yz xz xy x y z

x yz y xz z xy xyz xyz

 + +  + +
+ + ≤ ≤    + + +   

  

: أي 
2 2 2

1 1 1 1

2

x

x yz y xz z xy
+ + ≤

+ + + x

y

yz
+

x y

z

z
+

xy z

 
  
 

  

 :وبالتالي  
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

2x yz y xz z xy yz xz xy

 
+ + ≤ + + 

+ + +  
  

  3تمر�ن 
  Bمثلث قائم الزاوية في  ABDلدينا 

2: حسب مبرهنة فيثاغورس المباشرة إذن  2 2AB AD BD+ =  

) :ومنه  )
2

2 2
65 65AB AD+ = =    )1 (  

2: لدينا 
30S cm=  
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30AB: يعني  AD× =  

2: يعني  2 30AB AD× × = ×  

2 :إذن  60AB AD× × =     )2 (  

2: طرف بطرف  2و  1نجمع المتفاوتتين   2
2 65 60 125AB AD AB AD+ + × × = + =  

):  ومنه  )
2

125AB AD+ =  

125: أي  5 5AB AD+ = =  

): وبالتالي  )2 2 5 5 10 5P AB AD cm= × + = × = 
  4تمر�ن 

  
ˆ: لدينا  ˆ ˆ ˆ 60BAE BAC CAE BAC

°
= + = +   )ˆ 60CAE

°
 )متساوي الأضلاع  ACEلأن المثلث  =

ˆو       ˆ ˆ ˆ 60CAD CAB BAD CAB
°

= + = +  )ˆ 60BAD
°

 )لاع متساوي الأض BADلأن المثلث =

ˆ: إذن  ˆBAE CAD=  

: بما أن 
ˆ ˆBAE CAD

AE AC

AB AD

 =


=
 =

  متقايسان  CADو  BAEالمثلثان :  فإن  

DC: وبالتالي  BE= 
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  والعشرون ثامنٔ�ولمبياد ال 
 1تمر�ن 

  :بحيث  الشكل جانبهنعتبر 

 هي مركز مشترك للدائرة Oالنقطة  

( )1
C  التي شعاعهاr  والدائرة( )2

C  التي

).  Rشعاعها  )DE  هو مماس للدائرة

( )1
C 7وDE cm=  

  مساحة المنطقة المضللة  Sاحسب 

  

  

  
 

  2تمر�ن 
x  وy  1: عددين حقيقيين بحيثx y+ = 

1: بين أن 

4
xy ≤

  
  3تمر�ن 

x  وy  وz  أعداد حقيقية  موجبة قطعا 

): بين أن  -1 ) ( )2 2
1 1x y xy− + − ≤  

): استنتج أن  -2 ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1

2

xy yz xz
x y z

+ +
− + − + − ≤ 

  4تمر�ن 
    :عدد حقيقي موجب قطعا بحيث     -1

    و     و     و       احسب

 : بين أن  -2
 

a
1

2a
a

+ =

2

2

1
a

a
+

3

3

1
a

a
+

6

6

1
a

a
+

1
a

a
+

2 2
555555 333333 444444− =
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  والعشرون ثامنٔ�ولمبياد ال %ل 
 1ن تمر�

 

)لدينا  )DE  هو مماس للدائرة( )1
C  في النقطةF  

)إذن   ) ( )OF DE⊥  

)بما أن  ) ( )OF DE⊥  وOE OD R= )فإن = )OF  واسط القطعة[ ]DE  

7: ومنه 
3

2 2

DE
FD FE cm= = = =   

   Fقائم الزاوية في  OFEلدينا المثلث 

2: حسب مبرهنة فيتاغورس المباشرة إذن  2 2
OE OF FE= +  

2: أي  2 2
3,5R r= +  

2 :أي  2
12.25R r cm− =   )1 (  

)مساحة الدائرة ) =  S( مساحة المنطقة المضللة  )2
C -  مساحة الدائرة( )1

C  

( )2 2 2 2
S R r R rπ π π= − = −  

): نستنتج أن  2و  1من  )2 2 2
3,14 12, 25 38,465S R r cmπ= − = × =  
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  2تمر�ن 
1x: لدينا  y+ ): يعني  = )

2 2
1x y+ 2: يعني   = 2

2 1x xy y+ + =   

2: يعني   2
2 4 1 4x xy y xy xy+ + − = 2: يعني  − 2

2 1 4x xy y xy− + = ): يعني   − )
2

1 4x y xy− = −     

):  نعلم أن (   )
2

0x y− ≥ (  

1: يعني  4 0xy− 1: يعني   ≤ 4xy≥    1 : إذن

4
xy ≤

  
 3تمر�ن 

): لدينا  )( )( )
2

2 2
1 1 1 0x y− − + ≥  

): يعني  )( ) ( )( )2 2 2 2
1 1 2 1 1 1 0x y x y− − + − − + ≥  

): يعني  )( )2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 0x y x y x y− − + + − − + ≥  

): يعني  )( )2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1x y x y x y− + − + − − ≤  

): يعني  ) ( )( )
2

2 2 2 2
1 1x y x y− + − ): يعني   ≥ ) ( )( )

2
2 2 2 2

1 1x y x y− + − ≤  

): إذن  ) ( )2 2
1 1x y xy− + − ≤  

) :لدينا  1حسب السؤال  -2 ) ( )2 2
1 1x y xy− + − ≤    )1 (  

) :بنفس الطريقة نبين أن  ) ( )2 2
1 1y z yz− + − ≤      )2 (  

) و                       ) ( )2 2
1 1x z xz− + − ≤       )3 (  

  : طرف بطرف  3و  2و  1نجمع المتفاوتات 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1x y y z x z xy yz xz− + − + − + − + − + − ≤ + +  

):  أي  ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1x y z xy yz xz− + − + − ≤ + +  

1: أي 

2
2× ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 1

1 1 1
2

x y z xy yz xz− + − + − ≤ × + +  

): وبالتالي    ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1

2

xy yz xz
x y z

+ +
− + − + − ≤ 

  4تمر�ن 
1-   

2   حساب  

2

1
a

a
+
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   : لدينا  

    : بعني  

   : يعني 

  : يعني 

   : إذن 

   حساب   - 

   :لدينا 

   : يعني 

  :  يعني

  :  يعني

  :   إذن

   حساب   -

  : لدينا 

   : يعني

  : يعني 

    : يعني  

  : إذن  

   : لدينا  

  : يعني 

   : يعني  

1
2a

a
+ =

2

21
2a

a

 
+ = 

 
2

2 1 1
2 4a a

a a

 
+ × × + = 

 

2

2

1
2 4a

a
+ + =

2

2

1
2a

a
+ =

3

3

1
a

a
+

2

2

1 1
2 2a a

a a

  
+ + = ×  

  

2 2

2 2

1 1 1 1
4a a a a

a a a a
× + × + × + × =

3

3

1 1
4a a

a a
+ + + =

3

3

1
2 4a

a
+ + =

3

3

1
2a

a
+ =

6

6

1
a

a
+

2

2

1
2a

a
+ =

2

2 2

2

1
2a

a

 
+ = 

 

( )
2

2
2 2

2 2

1 1
2 4a a

a a

 
+ × × + = 

 

4

4

1
2 4a

a
+ + =

4

4

1
2a

a
+ =

4 2

4 2

1 1
2 2a a

a a

  
+ + = ×  

  

4 2 4 2

2 4 4 2

1 1 1 1
4a a a a

a a a a
× + × + × + × =

6 2

2 6

1 1
4a a

a a
+ + + =
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     : يعني 

  :إذن  
  

  

     حساب  -

  :لدينا 

  

  : إذن 

2 -   

  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

6

6

1
2 4a

a
+ + =

6

6

1
2a

a
+ =

1
a

a
+

( )
2 2

21 1 1
2

1
2

2 2

4

a a a
a a a

a
a

   
+ = + × × +   

   

= + +

= +

=

1
2a

a
+ =

( ) ( )

( )

( )

( )

2 22 2 2 2 2 2

2 2 2

2

2

2 2

2 2

555555 333333 111111 5 111111 3 111111 5 111111 3

111111 5 3

111111 25 9

111111 16

111111 4

111111 4 444444

− = × − × = × − ×

= × −

= × −

= ×

= ×

= × =
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