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  حدود الفيزياء الكلاسيكية

THE LIMITS OF CLASSICAL PHYSICS  
  The Dawn of the Quantum Theoryلكمية ميلاد النظرية ا

في نهاية القرن التاسع عشر، اعتقد كثير من العلماء أن كل الاكتـشافات               
العلمية قد تم إنجازها وفهمها وأنه لم يبقى إلا بعض المـسائل البـسيطة التـي           

إن هذه القناعة وكانت ناشئة من التقدم العلمي فـي          . يد من الإيضاح  تحتاج لمز 
 Newton في ميكانيكا نيـوتن      – على سبيل المثال     –مجالات شتى والذي تمثل     

 .J. LaGrange and Wوالتي طُورت بواسطة العالمان لاجـرانج وهـاملتون   

Hamilton .         ـ  م حيث تم استخدام هذه النظرية لوصف حركة الكواكب وكذلك فه
 وديناميكـا  elasticity theoryكثير من الظواهر المعقدة مثل نظرية المرونـة  

 إنجازات العالم جول وبيان تكافؤ الـشغل والحـرارة،        hydrodynamicالموائع  
 والتي أدت لفهم الإنتروبي والقانون الثـاني للـديناميكا   Carnotأبحاث كارنوت   

 J. Gibbsيد العـالم جـبس   الحرارية، وما يتبع هذه الأبحاث من تطوير على 
  .  لإرساء أسس علم الديناميكا الحرارية

مثـل الـضوء والنظريـة      (وشهدت مجـالات أخـرى مـن الفيزيـاء            
.  إنجازات ملحوظـة optics and electromagnetic theory)الكهرومغناطيسية 

 متمثلة J. Maxwellفمثلاً، الاستنتاجات الهامة التي توصل إليها العالم ماكسويل 
والتـي وحـدت مجـالات الـضوء والكهربيـة          " والبسيطة"معادلاته الشهيرة   ب

والمغناطيسية وما يتبع هذه الأبحاث من التجارب المعملية بواسطة العالم هيرتز           
H. Hertz والتي أدت إلى إثبات الطبيعة الموجبة للضوء1887 في عام .  
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 ما يعـرف الآن    كل هذه الإنجازات في المجالات المختلفة للفيزياء كونت         
 ومع بداية القرن العشرين، وجدت بعض Classical physicsبالفيزياء التقليدية 

النتائج التجريبية الجديدة والتي استلزم تفسيرها مفاهيم فيزيائية جديدة تتنـاقض           
 quantum theoryمع مبادئ الفيزياء الجديدة ولد ما يسمى الآن بالنظرية الكمية 

صل أن نصف خلفية هذه الأزمات لنـصل مـن خلالهـا            وسنحاول في هذا الف   
  .لمعرفة النظرية الكمية

الخـواص الجـسيمية   : ويمكننا تلخيص المفاهيم الفيزيائية الجديـدة فـي        
 the، الخواص الموجية للمادة the particle properties of radiationللإشعاع 

wave properties of matter وتكميم الكميات الفيزيائية ،the quantization of 

physical quantities .وسنقوم في هذا الفصل بمناقشة هذه المفاهيم.  
  "الأسود"إشعاع الجسم . 1-1

1-1 Blackbody Radiation 

   الفيزياء التقليدية لم تتمكن من شرح إشعاع الجسم الأسود-
- Blackbody Radiation could not be explained by classical physics 

 أهم النتائج التجريبية التي أحدثت ثورة في المفاهيم الفيزيائية التقليدية           من  
فمـن المعلـوم عنـد    . تلك المتعلقة بالإشعاع الصادر من الأجسام عند تسخينها    

تسخين جسم ما، نجد أن لونه يتغير مع زيادة درجة الحرارة حيث يبدأ بالأحمر              
 الإشعاع المنبعث من هذا الجسم     وبدلالة التردد، نقول أن   . ثم الأبيض ثم الأزرق   

يبدأ بترددات منخفضة، وعند ارتفاع درجة الحرارة، تزداد الترددات، حيث أن           
اللون الأحمر ذو تردد قليل في منطقة طيف الإشعاع وذلـك مقارنـة بـاللون               

إن طيف التردد للإشعاع المنبعث من جسم ما يعتمد على طبيعة الجسم    . الأزرق
، والذي يمتص أو يبعث كل التـرددات  deal bodyثالي نفسه، ولكن الجسم الم
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الإشـعاع  . يسمى بالجسم الأسود ويعتبر حالة مثالية لأي مادة تُـصدر إشـعاع       
  .يسمى إشعاع الجسم الأسود" جسم أسود"المنبعث من 

 an ideal body, which absorbs and emits all frequencies, is called 
a blackbody and serves as an idealization for any radiating material, 
the radiation emitted by a blackbody is called blackbody radiation.  

 يوضح تغير شدة الإشعاع الصادر من جسم أسود مع التـردد            1-1شكل    
وقد حاول العديد من الفيزيـائيين اسـتنتاج        . وذلك عند درجات حرارة مختلفة    

ولكن بدون توافق كامل    ) 1-1في شكل   (شرح النتائج التجريبية    معادلة رياضية ت  
وأولى المحاولات لوصف هذه النتائج قام بها كل من العالمين رالـي وجينـز               

Rayleigh and Jeans والتي اشتقت بناءاً على قوانين القرن التاسع عشر ويمكن 
  :كتابة هذه العلاقة بالصيغة

(1-1)                 2
3

B ν
C

TK8
T)(ννu

D
=  

T),(uحيث    ν كثافة الطاقة energy density    ووحدتها جـول لكـل متـر 
 سرعة الضوء، cن، ڤبالكيلـدرجة الحرارة T، (1-1)في المعادلة . (J/m3)مكعب 

KB  يبين العلاقة حـسب معادلـة       1-1الخط المتقطع في شكل     .  ثابت بولتزمان 
ذه العلاقة والنتائج التجريبية عند التـرددات       لاحظ التوافق بين ه   .  جينز -رالي

جينـز، فـإن كثافـة      -عند الترددات العالية، وحسب معادلة رالـي      . المنخفضة
 وتصل إلى مالا نهاية وذلك عندما تصل التـرددات          2νالإشعاع تزداد طبقاً لـ     

 وهـذا  ultravioletإلى مالا نهاية وهذا يحدث في منطقة الأشعة فوق البنفسجية          
 (1-1)من المعادلة . ultraviolet catastropheما يعرف بالانهيار فوق بنفسجي 

  .ولكل الترددات من صفر إلى مالا نهاية

∫∫
∞

°

∞

°

∞→= dνν
C

Tk8
dνT)(νu 2

3
B

1

D  
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وهذه النتيجة تتناقض مع النتائج التجريبية حيث أن شدة الإشعاع تزداد مع   
 ثم تقل إلى maxνدد معين نرمز له بـ زيادة التردد لتصل إلى أقصى قيمة عند تر   

ومن الجـدير بالـذكر     . الصفرة هذا يعني أن قيمة التكامل لا تساوي مالا نهاية         
  . تتغير مع تغير درجة الحرارة كما هو موضح بالشكلmaxνكذلك ملاحظة أن 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

FIGURE 1.1 
 Spectral distribution of the intensity of blackbody radiation as a 
function of frequency for several temperatures. The intensity is given 
in arbitrary units. The dashed line is the prediction of classical 
physics. As the temperature increases. The maximum shifts to higher 
frequencies and the total radiated energy (the area under each curve) 
increases significantly. Note that the horizontal axis is labeled by  
ν /1014 s-1. This notation means that the dimensionless numbers on that 
axis re frequencies divided by 1014 s-1. We shall use this notation to 
label columns in tables and axes in figures because of its unambiguous 
nature and algebraic convenience.   
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  كيف تم حل هذا الإشكال بين النظرية والتجارب العملية؟

   توزيع بلانك وتكميم الطاقة2-1
1-2 The Planck Distribution and the Quantum of Energy 

إن أول من قدم تفسير صحيح لإشعاع الجسم الأسود هو العالم الألمـاني               
وفي نظريته، افتـرض بلانـك أن   . 1900 في عام Max Planckماكس بلانك 

الإشعاع المنبعث من الجسم الأسود من اهتزاز الإلكترونـات المكونـة لمـادة             
ت ترددات عالية فإننا نجد في طيف الإشعاع        ولكون هذه الاهتزازات ذا   . الجسم

المنبعث ترددات في منطقة الضوء المرئي والأشعة تحـت الحمـراء وفـوق             
طبقـاً لنظريـة    . البنفسجية بينما لا نجد أي من ترددات الراديو في هذا الطيف          

جينز، فإنه مفهوم ظمناً أن طاقة الإلكترونات المهتزة،  والتي هي سـبب           -رالي
وهـذه  .  مسموح لها أن تأخذ أي قيمة من الطاقـة         -اع من المادة  انبعاث الإشع 

فـي الفيزيـاء    . الفرضية هي إحدى الأساسيات الفرضية في الفيزياء التقليديـة        
مثـل الموقـع    (التقليدية، الكميات الفيزيائية المتغيرة والتي تُمثـل مـشاهدات          

Position كمية الحركة ،Momentum والطاقة energy (متصلةيمكن تملك قيم .  
 In classical physics, the variables that represent observables 
(such as position, momentum and energy) can take on a continuum of 
values. 

 بضرورة إحداث تغيير جذري     – بعمق تفكيره    –ولقد أدرك العالم بلانك       
الانقلابيـة فـي الفيزيـاء      وجوهري في هذا المفهوم الفيزيائي فكانت فرضيته        

طاقة الإلكترونات المهتزة مكممة وقيمها غير متصلة وتتناسب بـرقم          : الحديثة
νhnEكمي صحيح مع التردد وذلك من خلال المعادلة  =  
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 Energies of the oscillators were discrete and had to be 
proportional to an integral multiple of the frequently in an equation of 
the form E = nhv 

 ثابت التناسب ويعرف    h هو رقم صحيح،     n هي طاقة المتذبذب،     Eحيث    
  . هو تردد المتذبذبvبثابت بلانك، و

وبناءاً على مبدأ تكميم الطاقة ومفاهيم ديناميكا حرارية إحصائية، تمكـن             
  :بلانك من استنتاج العلاقة الرياضية التالية

(1-2)                     
1e

ν
c

h8T)(νu TBhv/k

3

31 −
=

D  

وهذه العلاقة تتفق تماماً مع النتائج التجريبية عند كل الترددات ودرجات             
   تُعرف بتوزيع بلانك لإشعاع الجسم الأسود(2-1)الحرارة المعادلة 

Planck distribution lance for black body radiation. 

(i)   جينز بالنظر  -خفضة، تؤول معادلة بلانك إلى معادلة رالي       عند الترددات المن
إلى النسبة 

Tk
hv

B

1 صغيرة فإن v فعندما تكون 
Tk

hv

B

〈〈  

... تايلور للدالة الأسية نونمن مك  
2
vv1e

i

2
v +++=   

 صغيرة، يمكننا إهمال الحدود ذات الأسـس العليـا وعليـه            vإذا كانت     
v1ev 1v وذلك إذا كانت ≈+    في هذه الحالة يمكننا كتابة معادلة بلانك〉〉

Tk
hv
v

c
h8

1
vT
hν1

v
c

h8T)(vu

B

3

3

3

31

DD
=

−+
=  

(1-3)                         3
B31 vTK

c
8T)(vu D

=  

  . جينز-وهذه هي معادلة رالي  
(ii)الطاقة الكلية   

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


                                       

 - ٨ -

1e
vdv

c
h8dvT)(vu(t)u TBhv/k

3

31 −
== ∫∫

∞

°

∞

°

D  

 هذا التكامل نعوض عـن   ولإجراء  
Tk

hνv
B

dv، هـذا يعنـي أن   =
Tk

hdv
B

= 
dvو dv  بدلالة dvويمكننا كتابة 

h
Tk

dv B= .  حدود التكامل لم تتغير، بـالتعويض
v بـ vعن 

h
Tk B وكذلك dv بدلالة dvنتحصل على   

∫∫

∫
∞

°

∞

°

∞

°

−
=

−
=

−
=

dv
1e

v)
Tk

(
c

h8dv
1e

v)
h

kT(
c

h8

dv)
h

kT(
1e

v)
h

kT(
c

h8T)(v,u

v

3
4B

3v

3
4

3

v

3
3

3

D

DD

D

  

∫كامل الت
∞

° −
dv

1e
v
v

 قيمته تساوي 3
15

4D  

4)(1.............aT

T)
h

k
(

c15
8

15
)

h
Tk

(
c

h8(T)u

4

44B
3

54
4B

3

−=

==∴
DDD

  

4:                          حيث
3

5

)(
15
8

h
k

c
a BD

=  

-Stefan بولتزمـان    - تمثل ما يعـرف بقـانون سـتيفان        (4-1)المعادلة    

Boltzmanللطاقة الكلية لكل وحدة الحجوم .  
(iii)   ج قانون واين     –بلانك تمكننا من إ      معادلة Wien    والذي ينص على أنه إذا 

 فإن حاصل u تمثل الطول الموجي المقابل لأقصى قيمة لكثافة الطاقة maxλكانت  
  : يعطينا قيمة ثابتة، أيT في درجة الحرارة maxλضرب 

(1-5)                      ..m.K102.90Tλ 3
max

−×=  
  . من معادلة بلانك(5-1)وللحصول على معادلة 

 بالنسبة لـ νu)( يلزم أن تفاضل الدالة νu)(لكي نوجد القيمة القصوى لـ   
v 0 وتساوي هذا التفاضل بالصفر، أي

dv
)(dv

=
ν  
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0
1e

v
c

h8
dv
d

or

TBhv/k

3

3 =








−
D  

نعوض عن ومرة أخرى 
Tk

hvv,dv
h
Tk

vν
B

B =  

  .وبقسمة طرفي المعادلة على كل الثوابت نتحصل على  

vv

vv

ve3e3
ove1)(e3

=−

=−−  

  evبالقسمة على 

v-3ev-3
or

33

=

=− − ve v

  

  ويمكن حل هذه المعادلة من خلال نقطة التقاطع بين الدالتين  
(3-v) و (3e-v) ١-٤( كما هو موضح بالرسم في شكل(  

  
  
  
  
  
  
  

   بالرسمx = 3 e-x – 3حل المعادلة : 2-1كل ش
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 من الشكل، نجد أن 

m.K102.9
)J.v10(1.38(2.82)

m/s)10(3.0J.s)10(6.63
2.82K

hcTλor

(2.82)
h
Th

λ
c

(2.82)
h
Tk

v

or

2.82
Tk

hv
or

2.82v

3
123

834

B
max

b

max

B
max

B

mar

−
−−

−

×=
×

××
==

=∴

=

=

=

  

ومن الجدير بالذكر، أن نظرية إشعاع الجسم الأسود تستخدم في علم الفلك   
بالنظر لشكل   والذي يوضح طيف إشـعاع         . وذلك لتحديد درجة حرارة النجوم    

nm500maxض، نجد أن قيمة     الشمس مقاس من طبقات الجو العليا للأر       =λ)  حيث
1nm = 10-9 m(وباستخدام قانون واين يتبين أن درجة حرارة الشمس ،.  

5800k
m10500

m.k102.9
λ

m.k102.9T 3

3

max

3

=
×

×
=

×
= −

−−  

  
  
  
  
  

  . الكهرومغناطيسي لأشعة الشمسفالطي
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FIGURE 1.3 The electromagnetic spectrum of the sun as measured in the upper 
atmosphere of the earth. A comparison of this figure with Figure 1.2 shows that 
the sun's surface radiates as a blackbody at a temperature of about 6000 k. 

 فإن هـذا    nvوهي  ) quantaممثلة  (وبعدما عرفنا الطبيعة الكمية للطاقة        
A6000λيعني أن شعاع طوله الموجي 

°

m101حيث  (= 10A −
°

  .طاقته تساوي) =

ev2.06J103.3
m10(6000

m/s)10(3J.s)10(6.63
λ
hchvE

19

10

834

=×=

×
××

===

−

−  

وحـدة   ((W) واط   100فإذا كان هذا الشعاع صادر من مصدر قدرتـه            
 ترمز N، هذا معناه أن إذا كانت )W: Joul/sec هي جول لكل ثانية Wattالواط 

 فـإن  hvاقة تـساوي  لعدد الكمات في الثانية الواحدة، فإذا كانت كل كم من الط          
  .Power = N (hv)القدرة 

guanta/sec103
J103.3

100W
E
PN

hvNW100P

20
19 ×=

×
==∴

===∴

−

  

وهذا بلا شك عدد كبير جداً من الكمات مما يؤدي إلى عـدم إحـساسنا                 
  ).على افتراض أن كل كم من الطاقة هو جسيم(بالطبيعة الجسيمية للضوء 

                  The Photoelectric Effect 3-1 التأثير الكهروضوئي        3-1

 وبينما كان يجري تجاربه التـي أكـدت نظريـة    1886 ,1887في عام        
ماكسويل الخاصة بالطبيعة الموجية للضوء، اكتشف الفيزيائي الألماني هينـرك          

 ultraviolet light أن الأشعة الضوئية الفوق بنفـسجية  Heinrich Hertzهيرتز 
 من سطح معدن بالإشعاع يسمى      الإلكترونات emission) انبعاث(تسبب انطلاق   

  .بالتأثير الكهروضوئي
وطبقاً لقوانين الفيزياء التقليدية، فإن الإشعاع الكهرومغناطيسي عبارة عن           

هنا أهملنـا المجـال     (مجال كهربي يتذبذب عمودياً على اتجاه انبعاث الإشعاع         
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 intensity of theوالذي نريد أن نركز عليه هنا أن شدة الأشعة ). المغناطيسي

radiationتتناسب مع مربع سعة المجال الكهربي .  
  The intensity of the radiation is proportioned to the square of the 
amplitude of the .oscillating electric field.  

ويمكن للالكترونات التي على سطح المعدن أن تتذبـذب مـع المجـال               
تـزداد سـعة تذبـذب      ) سـعته (زدادت شـدته    الكهربي الساقط عليها، وكلما ا    

الإلكترونات كثيراً مما يؤدي في النهاية إلى كسر ارتباطها بالسطح وانطلاقهـا            
المجال الكهربي ) شدة( والتي ستعتمد على سعة kinetic energyبطاقة حركية 

يتعـارض تمامـاً مـع      ) التقليـدي (إن هذا التفسير الفيزيائي     . للإشعاع الساقط 
  :لفيزيائية لهذه الظاهرة والتي تمثلت فيالمشاهدات ا

 وجد أن الطاقة الحركية للإلكترونات المنبعثة من السطح لا تعتمد على شدة             1-
  . independent of the intensity of incidentalالانبعاث 

 وجد تجريبياً أن الإلكترونات لا تنبعث من السطح إلا إذا كان تردد الإشعاع              2-
 بغض النظر عن شدة الإشـعاع سنـسمي هـذا    ν°تردد معين الساقط أكبر من    

.  تعتمد على نوع المعدنν° وقيمة threshold frequency بعتبة التردد ν°التردد 
 νوكذلك وجد أن الطاقة الحركية للالكترونات المنبعثة تتناسب خطياً مع التردد            

  .4-1 كما هو موضح في شكل ν° أكبر منνوذلك إذا كانت 
  
  
  
  

  .تغير قيم الطاقة الحركية للإلكترونات مع التردد: 4-1شكل 
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FIGURE 1.4 The kinetic energy of electrons ejected from the surface of 
sodium metal versus the frequency of the incident ultraviolet radiation. The 
threshold frequency here is 4.40 × 1014 Hz (1 Hz = 1 s-1) 

. ولتفسير هذه النتائج، طور العالم اينشتاين فرضية بلانك من تكميم الطاقة           
وهنا نذكر أن بلانك طبق مفهوم تكميم الطاقة فقط على المتذبذب الذي يمـتص              

νnhE فإنه يملك طاقة νفإذا مصدر تردده (طاقة أو يبعث ال أما إذا ما انبعث  ) =
كموجة عادية تخـضع    ) كما اقترح بلانك  (الإشعاع من هذا المتذبذب فإنه يسلك       

أما العالم اينشتاين فقد ذهب إلى ما هو أبعد من هذا،     . للمفاهيم الفيزيائية التقليدية  
قال إن التكميم لا ينطبق فقط على المتذبذب بل إن الإشعاع المنبعث منه ينبعث              ف

منفصلة عن بعضها وطاقـة كـل كـم        ) أو حزم من الطاقة   ( كمات من الطاقة    
νhE   . عليهphoton وأطلق اسم الفوتون =

 Einstein proposed that the radiation itself existed as smell 
packers of energy, νhE = , now known as photons. 

، وضح اينشتاين Conservation of energyوبناءاً على مبدأ حفظ الطاقة     
2mvأن الطاقة الحركية    

2
1EK.  mالتي ينبعـث بهـا الإلكتـرون ذو الكتلـة            (=

 ـ    ) vوالسرعة   ون من سطح المعدن عبارة عن الفرق بين الطاقة الـساقطة للفوت
νh       من طاقة ربطة بالمعـدن     ) وتحريره( وأقل طاقة لازمة لنزع الإلكترونW 
  .Work functionوالتي تسمى دالة الشغل ) /οويرمز لها أحياناً بـ (

  :ويمكننا صياغة ما سبق ذكره بالمعادلة التالية  
(1-5)                 φhvmv

2
1EK. 2 −==  

2مة  لاحظ أن قي    

2
1 mc      موجبة وعليه فـالفرق φhν  لا يمكـن أن يكـون       −

φhνأي أنه   . سالب  هـي الطاقـة اللازمـة لتحريـر         νhإن اقل قيمة لـ     . ≤
  : أي أنν°الإلكترون من ربط النواة وهذا يحدث عن عتبة التردد 

(1-6) φhν =°  
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  . على الصورة(5-1)ويمكننا كتابة معادلة   
(1-7)                     

°
−= hvhvmc

2
1 2  

وهو تماماً ما يشاهد ) y = mx-cعلى الصورة (وهذه معادلة خط مستقيم   
  .5-1من النتائج التجريبية الموضحة في شكل 

  
  
  
  
  

    
  
  
  

 
 Figure 1-5. Photoelectric effect data showing a plot of retarding 
potential necessary to stop electron flow from a metal (lithium), or 
equivalently, electron kinetic energy, as a function of frequency of the 
incident light, the slope of the line is h/e. 

وقبل أن ننتقل لموضوع آخر، من المهم أن نوضح الوحدات المـستخدمة فـي              
، وهـذه وحـدة     eV عادة تعطي بوحدة الإلكترون فولت       φ بالنسبة لـ    .المعادلة

 فمـن المهـم أن      m/sسرعة الإلكترون المنبعث بوحدة     ) مثلاً(طاقة، ولحساب   
  .يعرف الطالب كيف يقوم بعملية التحويل بطريقة صحيحة
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  من تعريف الإلكترون فولت: أولاً

(1 coulomb) (1 volt) = 1 Joule  
  والشحنة الأولية للبروتون تساوي

C19106.1والشحنة الأولية للبروتون تساوي     عندئذ×−

J101.6
V)(1C)10(1.6eV1

19

19

−

−

×=

×=  ( J  ترمز للجول )                                                         

 ν°، احسب عتبة التـردد  en 1.82دالة الشغل للصوديوم تساوي : 2مثال  
  للصوديوم؟

  : إلى جولeV من φيلزم تحويل : أولاً: الحل
eV1.82φ=  

)
eV
J10(1.6eV)1.82( 19−×=  

J191092.2 −×=  

] (6-1)ومن معادلة    ]φhν    ν° يمكننا حساب°=

J.S)10(6.63
J)10(2.92

h
φν 3

19

−

−

° ×
×

==  

2
1414 1040.4

5
11040.4 H×=×=  

ec5 ترمز للهرتز وهو Hzحيث 
1  

  : 3مثال  
.  تسقط على سطح بوتاسيومÅ 3500أشعة فوق بنفسجية طولها الموجي   

  .eV 1.6أقصى طاقة للإلكترونات الضوئية تساوي 
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  احسب دالة الشغل للبوتاسيوم؟

  :الحل
  (5-1)من معادلة 

οhνK.E /−=  
k.Ehνφ −=∴  

  hνنحسب أولاً قيمة   

m)10(3500
m/s)10(3J.s)10(6.63

λ
hchν 10

834

−

−

×
××

==  

  ولتحويل هذه القيمة من الجول للإلكترون فولت   

eV1.95eV1.6eV3.φ =−=∴  
عند تعرض سطح مادة الليثيوم للإشعاع، فإن الطاقة الحركية للإلكترونات  : مثال
J102.935ثة المنبع 300.0nmλ وذلك إذا كانت ×−19 =.  
J101.28 فإن الطاقة الحركية تساوي λ= إما إذا كانت        19−×  
   ثابت بلانك؟(a)احسب 
  (b)عتبة التردد؟   
  (c)الشغل؟   
ول والطول الموجي    في حالة الطول الموجي الأ     (5-1)من معادلة   : الحل  

(الثاني نتحصل على 
λ
1

λ
1(hc)ν(νh(K.E)(K.E)

21
2121 −=−=−  

: بالتعويض







×

−
×

×=×−×
−−

−−

m10400
1

m103
1m/s)10(3hJ101.280J102.935 99

81919  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


                                       

 - ١٧ -

J.S106.625
s102.498
J101.655h 34

114

19
−

− ×=
×
×

∴  

(b) مثلاً( لحساب عتبة التردد، نأخذ الطول الموجي (nm300λ =  

°−=∴ hvhv  
°−

− −
×

=×∴ hv
m10300

hcJ102.935 9
19  

  v° نجد أن قيمة c,hوبالتعويض عن قيم   

Hz105.564v 14×=°  
=°دالة الشغل تحسب مباشرة من العلاقة ) ٢( hvφ  

J103.687 19−×=  
2.30/eV

eV
J101.6

J103.687
19

19

=
/

×±

/×
=

−
  

  : تأثير كومبتون4-1
1-4 The Compton Effect 

 the particleة للإشـعاع  التجربة التي تؤكد بوضوح الطبيعة الجـسيمي   

nature of radiation كومبتون نسبة للعـالم كومبتـون   ) ظاهرة( تسمى بتأثير
Arthur H. Compton   لقد اكتشف كومبتون أنه إذا اخترق إشـعاع ذو طـول 

 scattered شريحة معدنية فـسيتبعثر      X-ray)في منطقة الأشعة السينية     (موجي  
  .ة التقليدية للإشعاعبطريقة لا يمكن تفسيرها حسب النظري

 المنبعث مـن    Iالذي تخبرنا به قوانين الفيزياء التقليدية أن شدة الإشعاع            
مما يؤدي إلى اهتزاز إلكتروناتها والتـي  (مادة نتيجة تأثرها بإشعاع سقط عليها   

بالنـسبة لاتجـاه الأشـعة       (θعندما تقاس عند زاوية     ) بدورها ستبعث إشعاع  
   حسب العلاقة θ تتغير مع Iفإن ) اقطةالس
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(1-8)                             θ)cos(1Ι 2+≈  
 لا تعتمد على الطول الموجي للأشعة الـساقطة، وهـذا           Iوهذا يعني أن      

 Iوالتي يتبين بوضوح تغير     ) 6-1شكل  (يتعارض بوضوح مع النتائج التجريبية      
  .λبتغير 

  
  
  
  

 Figure 1-6. The spectrum of radiation scattered by carbon, 
showing the unmodified line at 0.7078 Å on the left and the shifted 
line at 0.7314 Å on the right. The former is the wave-length of the 
primary radiation. 

  :ومبتوننتائج تجربة ك
لقد وجد كومبتون أن الإشعاع المتبعثر له مركبتين؛ مركبة طولها الموجي     

مساوٍ لطول موجة الإشعاع الساقط ومركبة أخرى تختلف في طولها المـوجي            
عن الطول الموجي للإشعاع الساقط وتعتمد على زاوية البعثـرة وقـد تمكـن              

طـول المـوجي    كومبتون من شرح وجود مركبة الإشـعاع المتبعثـرة ذات ال          
المختلف عن الطول الموجي الساقط وذلك باعتبار الشعاع الساقط عبارة عـن            

مـرن  ) تشتت( حيث يعاني كل فوتون من تبعثر        hvشعاع من الفوتونات بطاقة     
elastic scatteringمع كل إلكترون .  

 momentumوكما هو معلوم، في حالة التشتت المرن فإن كمية الحركـة     
 momentum and energy)البقاء( كميات تخضع لقانون الحفظ energyوالطاقة 

must be conserved.  
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ولتفسير هذه الظاهرة رياضياً، افترض كومبتون أن الفوتون لـه كميـة              
   تعطي بالعلاقة pحركة 
(1-9) 

c
hvp=  

ضع لقوانين النظرية حيث تم اعتبار الحركة الديناميكية للفوتون كجسيم يخ        
  .النسبية والتي توضح العلاقة بين الطاقة وكمية الحركة

(1-10) [ ] 2
1222

o (pc))c(mE +=  
 عند v للجسيم، وسرعة الجسيم rest mass هي الكتلة السكونية moحيث   

   تعطى بالعلاقةpكمية الحركة 
[ ] 2

1222
ο (pc))c(m

dp
d

ap
aEv +==  

[ ] (pc)
ap
d(pc))c(m

2
1

2
1

222
ο

−
+==  

[ ]
(pc)c

(pc))c(m

1
2
1

2
1222 +

=
°

  

(1-11)                   
2

12242

22

)Cpc(m

pc
E

pcv
+

==∴
°

  

omفي حالة الفوتون، نعوض عن    (11-1) في معادلة =cv و °=
(1-12)                       cpE

E
pcC

2

=⇒=/∴  

hvE حيث (9-1) نتحصل على معادلة (12-1)من معادلة  =  

C
hv

C
Ep ==  

 سـاقط علـى     p°دعنا نفترض الآن وجود فوتون بكمية حركة ابتدائيـة            
 أمـا   pوبعد التصادم، نفترض أن كميـة الحركـة للفوتـون           . إلكترون ساكن 
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وبتطبيق قانون بقاء كميـة    . ep بكمية حركة    recoil فيحدث له ارتداد     الإلكترون
  ).7-1انظر شكل (الحركة 
(1-13) pppe += °  

  .بتربيع طرفي المعادلة
  
  
  
  
  
  
  

(1-14)                     pp2ppp
22

e
2 rr

°° −−=  
  نطبق الآن قانون بقاء الطاقة  

] قبل التصادم Eأولاً، طاقة الإلكترون  ] 2
1222 (pc))c(mE += °  

0mبالتعويض عن       Pلأن أن   ( لأن الإلكترون سـاكن قبـل التـصادم          °=
  ).تساوي صفر

(1-15)                          2mccmE ==∴ °  
طاقة = طاقة الإلكترون والفوتون الساقط قبل التصادم       : قانون بقاء الطاقة    

  مالإلكترون والفوتون بعد التصاد
2

122
e

422 )cpc(mhvmchv ++=+°  
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   للطرف الأيسر وتربيع طرفي المعادلة hvبنقل   

4222

2222
e

42

22
e

4222

cmhv)(hvc2mhv)(hν

)mchv(hvcpcm

or
)cpc(mhv)mc(hv

+−+−=

+−=+

+=−+

°°

°

°

  

(1-16)  
، بالتعويض عن (14-1)من معادلة   

c
hv

p,
c

hvp °
° ==  

cosθ)
c

hv()
c

hv
(2)

c
hv()

c
hv

(p 222
e

°° −+=∴  

 ـ          θحيث     شعاع  هي الزاوية المحصورة بين اتجاه الـشعاع المـشتت وال
  C2بضرب طرفي المعادلة في . الساقط
(1-17)                cosθ(hv))(hv2(hv))(hvcp 2222

e °° −+=  
]وللحصول على مربع كامل، نضيف ونطرح    ]hv2hv° (17-1) لمعادلة  

44444 344444 214444 34444 21
θ) cos(1hv2hv2hv)(hv

2222 cosθ(hv))2(hv(hv))2(hvhv2hv(hv))(hvcp
−°

°°

−°

°° −+−+e  

(1-18)                θ)cos(1hv2hvhv)(hvcp 222 −+−=∴ °°e  
2hv)(hvبالتعويض عن قيمة      نتحـصل   (18-1) في معادلة    (18-1) من معادلة    °−

  على
422222242 cmhv)(hv2mcθ)cos(1hv2hvcpcpcm +−+−−=+ °°ee  

  :بحذف الحدود المتشابهة من طرفي المعادلة.. (1-19)
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)λ(λmcθ)cos(1h
λλ
λλ

hmc2θ)cos(1
λλ

ch2

or
λλ
λλ

h2mcθ)cos(1
λ
ch

λ
c2h

)
λ
1

λ
1(hc2mc)

λ
c

λ
c(h2mc

v)(vh2mc

hv)(hv2mcθ)cos(1hv2hv

3
2

2

2

22

2

2

°

°

°/

°

/

°

°

°

°°

°

°°

−=−

−
//−

//
//

−
=−

−−=

−=

−−=−

  

(1-20)                    ...θ)cos(1
cm
hλλor −=− °  

لاحظ أن    
mc
h ـسمى طـول   (20-1) في معادلةعد الطول وهذا الحد يله ب 

   للالكترون ومقدارهCompton wavelengthموجة كومبتون 
(1-21)                         cm102.4

mc
h 10−×≅  

 λوقد تبين من القياسات المعملية أن طول موجة الفوتـون والمتـشتت               
انظر شكل       والـذي           (λا المركبة الثانية لـ     أم. تتطابق مع القيمة النظرية   

والتي لا  ) λ° والأخرى مساوية لـ     λ° إحداهما تختلف عن     λيبين مركبتين لـ    
رة ككل، فلو عوضنا    تتغير بالنسبة فإن منشأها هو تصادم الفوتون الساقط مع الذ         

وحيث أن هذه القيمة فـي المقـام      ) بدلاً من كتلة الإلكترون   ( بكتلة الذرة    mعن  
فإن الحد   ) وهي كبيرة جداً بالنسبة لكتلة الإلكترون     (

mc
h     ستكون قيمته صـغيرة 

ολλجداً قريبة من الصفر، أي أن        ≅−  وأخيـراً مـا الـذي       λλ≈° وهذا يعني    °
  نستنتجه من تأثير كومبتون؟

إن القياسات التي أجريت على الإلكترون المرتد والفوتون المتبعثر منـه             
 بأن هذا التصادم مماثل للتصادم الذي يحـدث         – بما لا يدع مجالاً للشك       -تؤكد

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


                                       

 - ٢٣ -

 معـه  يجب أن تتعامـل ) أو الشعاع الساقط  (بين كُرتي بلياردو، أي أن الفوتون       
  .على أساس أنه جسيم، وهذا يؤكد الطبيعة الجسيمية للإشعاع

   الخصائص الموجية للمادة وحيود الإلكترون1-5
1-5 Wave Prosperities and Electron Diffraction   

بعـض  . واجه العلماء كثيراً من الصعوبات في وصف طبيعـة الـضوء          
 الـضوء الأبـيض     dispersionمثـل؟   (التجارب تبين الطبيعة الموجية للضوء      

والبعض الآخر من التجـارب  ) prismلمركبات طيفه عند مروره داخل منشور    
  )..مثل التأثير الكهروضوئي(يثبت الطبيعة الجسيمية للضوء 

 ware- particle duality ofوهذا ما يعرف بالطبيعة المزدوجة للـضوء    

lights.  
– Louis de Broglie، قدم عالم فرنسي يدعى ديبرولـي  1924في عام   

 نموذجاً يبين فيه الطبيعـة الموجيـة        -وبناءاً على ما سبق ذكره بالنسبة للضوء      
 يسلك أحياناً كمـا لـو كـان         – ذو الطبيعة الموجية     -للمادة؛ فإذا كان الضوء   

وقد صاغ ديبرولي فكرته هذه     !! جسيمات، فلماذا لا يكون للمادة طبيعة موجية؟      
قة اينشتاين التي ترتبط بـين طـول موجـة           اقتبسها من علا   -بصيغة رياضية 

 فإن كمية   v وسرعته   m ، فإذا كان جسيم كتلته       )١( P وكمية حركته    λالفوتون  
mvpحركته    سيكون له طـول  – وحسب نموذج ديبرولي – عندئذ فإن الجسيم  =
  . يعطي بالعلاقةλموجي 
(1-22) ...

p
hλ  

                                     
   p وكمية حركته λوطول موجته  v العلاقة التي قدمها اينشتاين للفوتون الذي تردده )١(

p

h

)
c
E

(

h

E

hc

hv

hc

v

c
λ =====  
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  . هو ثابت بلانكhحيث   
  : 5مثال

 وقارن هذا m/s 40 وسرعتها kg 0.14احسب الطول الموجي لكرة كتلتها   
   من سرعة الضوء؟%1.00الطول الموجي مع طول موجة إلكترون سرعته 

  :الحل
  نوجد أولاً كمية الحركة للكرة  

1-kg.m.s5.6
(40m/s)(0.14kg)mcop

=

==  

   حسب معادلة ديبروليλموجي الطول ال
!!!m101.2

mskg5.6
J.s106.63

p
hλ 34

1

34
−

−

−

×=
×

==  

  لاحظ أن هذا الطول الموجي متناهي في الصغر  
  نوجد الآن كمية حركة الإلكترون  

)ms10(2.998kg)10(9.1vmp 1631
e

−− ××==  
 من سرعة الـضوء كمـا هـو    %1 للإلكترون هي  vلاحظ أن السرعة    (  

  ).معطى في السؤال
124 kg.m.s102.73p −−×=∴  

  .طول موجة ديبرولي للإلكترون  

pm243

m102.43
kg.m.s102.73

J.s106.63
p
hλ 10

124

34

=

×=
×

×
== −

−−

−

  

m10 يساوي pmحيث (   .. مقارنة للأبعاد الذرية243وهذه القيمة ).. −12
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من خلال هذه القيم، يتضح لنا أن طول موجة ديبرولي للإلكترون مقاربة              
ون سيسلك كما لو كان أشعة      وهذا يعني أن الإلكتر   . لطول موجة الأشعة السينية   

  !!.سينية
أما بالنسبة للكرة فإن طول موجة ديبرولي لها قصير جداً مقارنة بالأبعاد              
  ...الذرية

  موجات ديبرولي يمكن مشاهدتها تجريبياً
de Broglie Waves are observed Experimentally 

  بمادة بلورية فإنه يتشتت بطريقـة معينـة تعكـس   Xعند اصطدام أشعة      
  .Xطبيعة الترتيب الدوري البلوري للمادة هذه الظاهرة تٌعرف بحيـود أشـعة             

 X-ray diffraction المسافة (وسبب حدوث هذه الظاهرة هو أن الأبعاد البلورية
  .Xمتقاربة مع الطول الموجي لأشعة ) بين المستويات البلورية

نات بمـادة   ومن الناحية التجريبية، فقد وجد أن تبعثر شعاع من الإلكترو           
 - بما لا يدع مجالاً للشك     - مما بين  Xبلورية ينشأ عنه حيود مشابه لحيود أشعة        

  .الطبيعة الموجية للجسيمات
 يوضح تشتت موجـات نتيجـة اصـطدامها بتركيـب دوري            8-1شكل    

periodic Structure) ومن الشكل يتضح أنه سيكون فـرق  ). مثلاً شكل بلوري
ن الموجات المنعكسة من مـستويات بلوريـة    بيphase differenceفي الطور 

(θsin2aمتجاورة ومقدار فرق الطور 
λ

2( D.  

فـسيتحقق  )  هو رقم صـحيح    nحيث   (n2Dوعندما يساوي فرق الطور       
  .شرط التداخل البنَّاء، أي أن

n2sinθ2a
λ

2
D

D
=  
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 Figure 1-8 the scattering of X-rays by crystal planes when the 
angle 0 between the scattered X-rays and the crystal plane equals the 
angle between the incident X-rays and the plane. 

 (1-23)                       ...
n

θsin2aλ=  

ترونات نتيجة اسـتدامها   إن شكل التداخل المشاهد تجريبياً من تشتت الإلك         
 Davisson and)كما تحقق على يدي العـالمين دافيـسون و جيرمـر    (ببلورة 

Germer     وذلك بشرط أن     (23-1) يمكن تفسيره بالمعادلة λ    1) تعطي بالمعادلة-

إن هذه النتيجة التجريبية ساهمت بخطـوة       . 9-1 كما هو موضح في شكل       (22
  .Wave mechanics علم ميكانيكا الموجات كبيرة في تطوير

  
  
  
  

FIGURE 1.9 
 (a) the X-ray diffraction pattern of aluminum foil. (b) the electron 
diffraction pattern of aluminum foil. The similarity of these two patterns 
shows that electrons can behave like X-rays and display wavelike 
properties. 
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   ذرة بور1-6
1-6 The Bohr Atom 
 "The Bohr Theory of the Hydrogen Atom Can be Used 
Drive the Rydberg For mole" 

 نظريتـه  Niels Bohr، قدم العالم الدنماركي نيلس بـور  1911في عام   
الشهيرة لذرة الهيدروجين والتي تشرح وتفسر ببساطة الطيـف المنبعـث مـن       

  .لذرةا
طبقاً للنموذج النووي للذرة،  والذي يقوم على النتائج التجريبية لتطـاير              

، يمكن اعتبار أن كتلة الذرة متركزة في النواة والتي تعتبـر ثابتـة              αجسيمات  
 التي يرتبط بها الإلكترون في مدار دائري هـي    Fالقوة  . ويدور حولها إلكترون  
  .نون كولومقوة كولوم حسب قا

(1-24)                  ... 2r
(e)(Ze)

4
1F

°

=
εD

  

 هي شحنة (e)و  ) Z =1لذرة الهيدروجين ( هي شحنة النواة (Ze)حيث   
  .الإلكترون

21212 mNc108.85ε,r −−−
° تتوازن قوة كولوم مع القوة .  نصف قطر الذرة   =×

  .الطارقة المركزية
(1-25)                    ...

r
mvF

2

=  

  . هي السرعة الخطية للإلكترونvحيث   
  :بمساواة القوتان نجد  

(1-26)                 ...
r

mv
r
e

ε4
1 2

2

2

=
°D
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يصدر . طبقاً لقوانين الفيزياء الكلاسيكية، فإن الجسم المشحون المتسارع         
فقد طاقتـه  إشعاع مما يؤدي إلى فقدان لطاقته، ولهذا السبب فإن الإلكترون سـي      

خلال دورانه حول النواة وسيدور في شكل حلزوني ويتلاشى داخـل النـواة،             
وللخروج مـن  .  للالكترونstable orbitوعليه فلا يمكن أن يوجد مدار مستقر 

  .هذا الإشكال اقترح بور فرضياته التي تخالف قوانين الفيزياء التقليدية
  :الفرضية الأولى

  )الثابتة(رة المدارات الإلكترونية المستق  
Stationary electron orbits 

ولقد حدد بـور هـذه      . وهذه الفرضية هي تَحدٍ بالمفاهيم التقليدية للفيزياء        
 وافترض أن كمية quantization conditionالمدارات باستحداث شرط التكميم 

  . مكملة حسب العلاقةangular momentum Lالحركة الزاوية 

........2,1,n,nmvrL === h  
(1-27)...  
من هذه العلاقة نجد أن   

mr
hv h

=  

  (26-1)بالتعويض في   

32

22
2

2

2

rm
nm)

mr
n(

r
m

r
e

ε4
1 hh

D
=

°

  

  .وفيها نجد أن
(1-28)               ...2

2

222
2 n.

me
ε4

r
rm

ne
ε4

1 hDh

D
°

°

=⇒=  

ومن هذه العلاقة نجد أن أنصاف أقطار المدارات لها مقادير محـددة أو               
  .n = 1ون يوجد بالتعويض عن إن أقل نصف قطر للإلكتر. مكممة
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21931

23421212

c)101.602(kg)10(9.11
J.s)10(1.055)mNc108.85()u(r −−

−−−−

××
××

=
D  

°
− ≈=×= A0.53pm52.9m105.29 11  

 a°وهذه القيمة يرمز لها عادة بـ 

 k.E هي عبارة عن مجموع طـاقتي الحركـة   Eالطاقة الكلية للإلكترون     
2mvوالتي تساوي 

2
  . وصيغتهاV(r)  وطاقة الوضع 1

(1-29) ...
r
1

ε4
e(r)V

2

°

−=
D

  

 تعني أن البروتون والإلكترون يجـذب كـل         (29-1)الإشارة السالبة في      
  .منهما الآخر

لاحظ أن طاقة التجاذب بين البروتون والإلكترون تقل كلما زادت المسافة             
V)(0 فإن r=∞بينهما وعند  =∞  

(1-30) ...)
r
1

ε4
e(mv

2
1(r)VKEE

2
2

°

−+=+=
D

  

 (26-1)من العلاقة 







=

° r
mv

r
e

ε4
1 2

2

2

D
 بالصيغة mv2 يمكن كتابة 

r
e

ε4
1mv

2
2

°

=
D

  

  (30-1)بالتعويض في 

3)......(1
r

e
ε8

1
r

e
ε4

1
2
1

r
e

ε4
1)

r
e

ε4
1(

2
1E

22

22

−−=−=

−=∴

°°

°°

DD

DD  

  : نجد(31-1) في (28-1) من rبالتعويض عن   

2222

4

2
2

2

2

n
1

ε32
me

n
me
ε4
e

ε8
1E

2
h

hDhDD

D
h

°°°

−=−=

=
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الاختصار 
h

h
2
h

=  

.......1,2,......n
n
1

8ε
meE

n
1

4
hε(32)

meE

222

4

n

2

2

2
22

4

=−=∴

−=

°

°

h

D
D  

(1-32)...  
الإشارة السالبة في هذه المعادلة تدل على أن حالات الطاقة حالات مقيدة              

bound states.  
 تعطينا الحالة ذات أقل طاقة (32 -1) فإن معادلة n = 1لاحظ أن في حالة   

state of lowest energy  وتسمى هذه الطاقة بالطاقة الأرضية أو طاقة الحالـة 
أما حالات الطاقة الأعلى تـسمى الحـالات   . ground-state energyالأرضية 
 وعادة ما تكون غير مستقرة بالنسبة للحالة الأرضية، excited statesالمستثارة 

في الحالة المستثارة فإنها تـسترخي وترجـع    ) أو الجزيء (وعندما تكون الذرة    
للحالة الأرضية وتعطـي أو تـتخلص مـن طاقتهـا فـي صـورة موجـات               

  .(10-1)هرومغناطيسية كما هو موضح في الشكل ك
مـن مـداراتها    ) أو تقفـز  (يمكن للالكترونات أن تنتقل     : الفرضية الثانية   

 ΔE وأن التغير فـي الطاقـة   discontinuous transitionsبطريقة غير متصلة 
مـن المـدار   ولهذا السبب لو انتقل إلكترون . hvيؤدي لانبعاث إشعاع له تردد     

  . فإن الفرق في الطاقةn1 = 2 إلى المدار ذو  n2 =1الذي له 

33).....(1..........hv)
n
1

n
1(

h8ε
meΔE 

)
n
1

hε8
me(

n
1

h8ε
meEEΔE

2
2

2
1

22

4

2
1

22

4

2
2

22

4

12

−=−=

−−−=−=

°

°°  
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FIGURE 1.10 
 The energy level diagram for the hydrogen atom, showing how 
transitions from higher states into some particular state lead to the 
observed spectral series for hydrogen. 

 يمكننا الحصول على الصيغة الرياضية للعلاقة العددية        (33-1)من معادلة     
. المعروفة بمعادلة ريدبرج والتي تصف جميع خطوط الطيف لذرة الهيدروجين         

 بـ hvبالتعويض عن 
λ
hc نجد(33-1) في .  

)
n
1

n
1(

h8ε
me

λ
hc

2
2

2
1

22

4

−=
°

  

وفيها نجد 
λ
1  

)341.(.............)
n
1

n
1(R

λ
1

)
n
1

n
1(

h8ε
me

λ
1

2
2

2
1

H

2
2

2
1

32

4

−−=

−=
°

c  
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 Rydberg constant هو ثابت ريدبرج RHحيث 

17(1)
H

833421212

41931

32

4

H

m101.089R

m/s)10(2.0J.s)10(6.63)mNc10(8.85(8)
c)10(1.60kg)10(9.11

ch8ε
meR

−

−−−−

−−

°

×=

×××
××

== 

 يمكن أن نلاحظ التوافق بين نموذج 10-1بالنظر لخطوط الطيف في شكل   
فمثلاً خطوط سلـسلة ليمـان      . بور وهذه الخطوط المتفقة مع النتائج التجريبية      

Lyman  الإلكترونات المستثارة من المستويات العليا     ) استرخاء(ن رجوع    تنشأ م
تحدث مـن   Balmer series ، وكذلك خطوط سلسلة بالمر(n = 1)للمدار الأول 

استرخاء الإلكترونات المستثارة من كل المستويات العليـا للمـستوى الثـاني            
(n=2).٢  
  6مثال 

  احسب طاقة التأين لذرة الهيدروجين؟  
Calculate the ionization energy of the hydrogen atom? 

  :الحل
طاقة التأين هي الطاقة اللازمة لإزالة الإلكترون مـن مـستوى الحالـة               

  2n=∞ إلى الحالة غير المقيدة أي n1 = 1الأرضية 

eV13.6J102.18

)1
1
1(

J.s)10(6.63)mNc10(8.85(8)
c)10(1.9kg)10(9.1

)
n
1

n
1(

h8ε
meΔE

18-

2223421212

41934-

2
2

2
1

22

4

=×=

∞
−

××
××

=

−=

−−−−

−

°

  

بناءاً علـى   ، ظهرت النظرية الحديثة لميكانيكا الكم وذلك        1925في عام     
 والعـالم  W. Heisenbergالأبحاث التي رسخ دعائمها كل من العالم هيزنبرج 

                                     
(2 ) The exact value of RH = 1.09736 × 107 m-1 = 109.736 cm-1 
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   والعـالم ديـراك  E. Shrödinger، والعالم شـرودنجر  M. Bornماكس بورن 
 P. Dirac.  

وتشرح النظرية الكمية الحديثة المفاهيم المحيرة بشرط أن نتخلـى عـن              
  !.لم الفيزياء التقليديةبعض المفاهيم التي ترسخت في أذهاننا من ع

Q1 ( إذا علمت أن كثافة الإشعاع تعطى بالمعادلة
1e

v
c

h8T)(v,u hv/KT

3

3 −
=

D  

)a(  احسب كثافة الطاقة في مدى طول موجيΔλ أي ،T)dλ,(λu؟ 

)b(      استخدم النتيجة في جزء(a)    لإيجاد قيمة maxλλ ون كثافة   والتي عندها تك   =
 الإشعاع أقصى ما يمكن؟

)c(    وضح أنmaxλ      يمكننا كتابتها على الصيغة 
T
bλ max     واحسب قيمـة ،b   فـي 

 ؟5620kحالة سطح الشمس علماً بأن درجة حرارة سطح الشمس تساوي 

  ). بالرسم البيانيs-x = se-xحل المعادلة : تنبيه(  
)d(    حرارة   ينبعث من أشد النجوم )   نجم الشّعريSirius (    طيف إشعاع الجـسم

260nmλالأسود والذي له  max  احسب درجة حرارة سطح هذا النجم؟. =

)e(  288إذا علمت أن متوسط درجة حرارة سطح الأرض k .  اسحب الطـول
حدد لأي جزئ مـن     . الموجي لأقصى كثافة إشعاع للجسم الأسود للأرض      

 لموجي؟الطيف يقابل هذا الطول ا

Q2 ( 2.3أقصى طاقة حركية لإلكترونات منبعثة من سطح ألومنيوم تساوي eV 
أما عنـد  . 2000Åوذلك عند تعرض هذا السطح لأشعة ذات طول موجي     

 فـإن الطاقـة الحركيـة    Å 2580تعرض السطح لأشعة طولها الموجي 
احسب قيمة ثابـت بلانـك ودالـة    . eV 0.9للإلكترونات المنبعثة تساوي 

  للألمونيوم؟الشغل 
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Q3 (  احسب(a)          ل تحت تـأثيرجعالطول الموجي والطاقة الحركية لإلكترون م 
 طاقة الحركة الإلكترون له طول موجي ديبرولي (b) و V 100فرق جهد 

200 pm)  1حيث pm = 10-12 m(؟  
(Q4   أشعة X   احسب طاقة أشـعة     .  استطارت بإلكترون ساكنX    الـساقطة إذا 

° تساوي 60°عة المستطارة عند زاوية علمت أن طول موجة الأش

A035.0؟ 

Q5 (            المسافة بين مستويين متجاورين من المستويات البلوريـة يـراد قياسـها
. 5° والتي تم قياسها عند زاويـة   Å 0.5 طولها الموجي  Xباستخدام أشعة

ين المستويين؟ عند أي زاوية يمكننـا قيـاس         احسب قيمة المسافة بين هذ    
  القيمة الثانية؟

  :الإجابة الأخيرة من كل سؤال: إجابات الأسئلة
Q1) (a) 1hc/λc/ T)(e

λs
hc8T),(λu −−= D   

(b)  المطلوب إثبات القانون T/bλ max =       نظري 

(c) 
°

= A5160λmex  

(d) 1
4 k101.12T ×=  

(e) m101.01λ 5−×=  
(Q2) eV3.92W =  
(Q3) J106.02K.E -18×=  
(Q4) eV105.4E 5×=  
(Q5) °=10θ  
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  الحزم الموجية وعلاقات اللاتحديد
WAVE PACKETS AND THE UNCERTAINTY RELATIONS  

 الظواهر الفيزيائية التي تـم  إن علم ميكانيكا الكم يزودنا بفهم صحيح لكل        
وهذا العلم ضروري لفهم سلوك الذرات، الجزيئات،       . مناقشتها في الفصل الأول   

وعادة ما تتم الدراسة باستخدام معادلـة       . أنوية الذرات وتجمعات من هذه وتلك     
وهذه المعادلة .  والتأويلات الصحيحة لحلولهاShrodinger equationشرودنجر 

ولكن استطاع شرودنجر التوصل إليها عن طريـق إتبـاع          ! لا يوجد لها إثبات   
ومن الجدير بالذكر أن . العالم الفرنسي ديبرولي) insightأو فراسات (توجيهات  

هذه المعادلة توجد خارج نطاق الفيزياء التقليدية، الأمر الذي يجعل اسـتنباطها            
لجسيمية وخلال المناقشة في هذا الفصل سنحاول التوفيق بين الخواص ا         . صعب

  .والموجية للالكترونات
إنه من الصعب تخيل الإلكترونات على أساس أن لها سـلوك الموجـات               

 أدت إلـى  Freshet and Youngولكن تجارب الحيود التي أجراها كـل مـن   
ومن جانـب آخـر     . بقبول النظرية الموجية للضوء   ) أو اتحاد الآراء  (الإجماع  

أو ( للموجات المحصورة أو المتحيزة      )أو هيئات (بالإمكان أن نتصور تجمعات     
 a clap فعلى سبيل المثال تعتبر قرقعة الرعد Very localized) المتمركزة جداً

of thunder   مثال لتداخل الموجات وتراكبها مما يؤدي إلى تأثير متمركز مـع 
 localized مثل هذه الحزم الموجيـة المتمركـزة   . localized in timeالزمن 

"wane packets"      يمكن الحصول عليهـا عـن طريـق تراكـب الموجـات 
superposing waves  بترددات مختلفة بحيث يتم تداخل كل موجة مع الأخـرى 
  .خارج منطقة مكانية

 They interfere with each other almost completely outside of a 
given spatial region. 
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هي عمل  ) لرياضية المستخدمة أو الأدوات ا  (والطريقة التي يمكن إتباعها       
  .Fourier integralsتكاملات فورير 

وقبل البدء في المعالجة الرياضية للحزم الموجية، لعله من المفيد مراجعة             
بعض أساسيات الدوال المركبة وتكاملات فورير وكيفية إيجاد عرض الـدوال           

  .وكذلك مراجعة بعض التكاملات
  . بالصيغةzيمكن كتابة أي رقم مركب   

1)2:......(Ay ixz −+=  
 Im تمثل الجزء التخيلي y و z(Re(أي z تمثل الجزء الحقيقي لـ xحيث   

 z الوحدة التخيلية Iوهي :  

2)2:(A1i1i 2 −−=⇒−=  
 المرافق المركب يحسن بنا استحداث  ) أو أرقام تخيلية  (لقسمة دوال تخيلية      

complex conjugate ويرمز له z*حيث :  

3)2:(Aiyv*z −−=  
   يعطينا*zz الرقم التخيلي مضروب في مرافقه أي i– ب iلاحظ أننا استبدلنا 

4)2:(A...........yxyixiy)(xiy)(x*zz 22222 −+=−=−+=  
  2z تساوي مربع القيمة المطلقة zz*لاحظ أن 

والآن لإيجاد القيمة الحقيقية والتخيلية لـ   
iyx

1
z
1

+
=  

2222

222222

yx
y)

z
1(Inand

yx
x)

z
1(Re

yx
yi

yx
x

yx
iyx

iyx
iyx

iyx
1

z
1

+
=

+
=⇒

+
−

+
=

+
−

=
−
−

+
=

  

  Euler باستخدام معادلة ,rθ بدلالة zمن المفيد كتابة   
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iθ

iθ

re)θsiniθ(cosrθsinriθcosriyxz
θsinry andθcosrx

5)1:(Aθsiniθcose

=+=+=+=⇒

==
−+=

  

iθiθiθ هو iθeلاحظ أن المرافق لـ    e1ee.e −°− ⇐==  
*iθوكذلك                    erz −=  

2iθiθومنها نجد                    r)(re)(re*zz == −−  
  ومن المفيد تذكر أن 

7)2:(A............
2i

eesinθ

and

6)2:(A
2
eeθcos   

iθiθ

iθiθ

−
−

=

−
+

=

−

−

  

θ)(eإذا كانت لدينا دالة 
2
1)(θ imθ ϕϕ
D

=  

210.......حيث  ±±=m و حدود θ هي D2θ0 ≤≤  
  : فإن  

[ ]

[ ] 011
im
1

2
1

1m2sinim2cos
im
1

2
1

ee
im
1

2
1

omlet
im
e

2
1e

2
1dθ)(θdθ

01

mi2

2imθ
imθ

22

=−=












−+=

−=

≠









==

°

°°°
∫∫

D

43421
D

43421
D

D

D

DD

D

DDD

ϕ

  

[ ]

D
D

D
D

D

DDD

DDDD

2
2

20)(2.
2
1

θ
2
1dθ

2
1e

2
1dθ)(θdθ

0mlet
22

θi(0)
22

==−=

===

=

°
°°°
∫∫∫ ϕ  
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  :يمكن إجراء التكامل الأول بصورة أسهل كالتالي

∫ ∫∫
° °°

=+=
D DD

DDD

2 2
imθ

2

0dθmθsin
2
idθθmcos

2
1dθe

2
1  

كل حد من التكامل يساوي صفر لأننا نجري حدود التكامـل عبـر دورة          
 فـإن التكامـل    m = 0ع لنفس البداية ولهذا نستخلص أنه إذا كانت كاملة ونرج

 فإن التكامل يساوي صفر ويمكن صـياغة  m أما للقيم الأخرى لـ    D2يساوي  
  .النتيجة بهذه الصورة

9)-2:(A0mfor2

8)-2:........(A..........0mofvaluesallfor0)(θdθ
2

==

≠=∫
°

D

D

ϕ  

  وبنفس الطريقة يمكننا استنتاج العلاقة  

11)-2:(Anm1

10)-2:........(A..........nm0)(θ)(θdθ n
*

m

2

==

≠=∫
°

ϕϕ
D

  

[ ]

[ ]θ)mn(siniθ)mn(cosdθ
2
1

edθ
2
1nmLet

10)(2
2
1

θ
2
1edθ

2
1edθ

2
1nmLetNow,

e
2
1.e

2
1dθ

2

θm)(ni
2

22
m)θ(ni

2

inθimθ
2

−+−=

⇒≠

=−=

==⇒=

∫

∫

∫∫

∫

°

−

°

°
°

°

−

°

−

°

D

D

DDD

D

D

D

D
D

DDD

DD

  

قيمة هذا التكامل تساوي صفر وذلك لأن التكامل يجري على دورة كاملة              
  ).أي أنه يبدأ ثم ينتهي عند نفس القيمة(للدالة 
   وتعرف بـ cos h x و sin h x: ومن الدوال المركبة المهمة  

13)-2:(Axcos xih cos
2
eexhcos

12)-2:........(A..........xsinixihsin
2

eexhsin

xx

xx

=⇒
+

=⇒−=

−

−
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  نبذة مختصرة عن تحليلات فورير وتكاملاته
Short Introduction about Fourier Series and its integral. 

إن أي دالة لها صورة موجية أو تكرر نفسها بدورة معينة، مثل الـدوال                
، يمكن وصفها رياضـياً باسـتخدام مبـدأ         A:2.1الموجية الموضحة في شكل     

، أي يمكن التعبير عنها عن طريق جمع Principle of super positionالتراكب 
 ـ   ) راكبأو ت ( هـذه  . cos والـ جتـا     sinجا  : موجات تكتب رياضياً بدلالة ال

.  نسبة للعالم فـورير Fourier analysisالطريقة الرياضية تُعرف بتحليل فورير 
 يمكن xحيث  (f (x)وتعتمد هذه الطريقة على أساس أنها يمكن صياغة أي دالة 

ة من دوال دورية    يمكن أن تكتب في صورة متسلسل     ) أن تمثل الموقع أو الزمن    
  .Fourier series) تعرف بسلسلة فورير(

14)2:....(A..........xvsinbn xcosaa
2
1

........xnsinb.....2xsinbxsinbxncosa.....2xcosaxcosaa
2
1(x)f

1n
n

1n
u

n21n21

−++=

+++++++++=

∑∑
∞

=

∞

=
°

°  

تتكون هذه المتسلسلة من حد ثابت         
°

a
2
 بالإضافة إلى حدود من الجيـب       1

 .… ,a1, a2 لهـا سـعات مختلفـة      sine and cosine terms)وجيوب التمام 

Different amplitudes b1, b2, ……… .  ترددات الجا والجتا في كل حد مـن
  .x التردد الأساسي multiples و مضروبات harmonicsالحدود عبارة عن 

Fundamental frequency x .  للتعبير عن  معينة من خلال تحليل فورير فـإن
 يلزم تحديدها وذلك بتكامل الدالة ..…… ,b1, b2 و ……… ,a1, a2المعاملات 

f(x)من صفر إلى  خلال دورة كاملة أي D2كما يلي :  

∫ ∫
° °

−==
D D

DD

2 2

nn 15)2:.(A....................dxxnsin(x)f1b,dxxncos(x)f1a  

  : الشكل يوضح أن توليد دالة موجية مربعة  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


                                       

 - ٤٠ -

sinx,3xsinثلاث موجات جيبية هي ) أو تراكب(يتم عن طريق تداخل 
3
1,2xsin

2
1  

أول الحدود في متسلسلة فورير   
°

a
2
) A: 2-15لـة  من معاد( يمكن كتابته 1

  .بالصورة

∫
°

D

D

2

dx(x)f
2
1  

  .D2 عبر الفترة f(x)وهذه المعادلة تمثل ببساطة متوسط الدالة   
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :تحليل فورير والحزم الموجية
 Wave packetsيمكن الاستفادة من تحليل فورير لتمثيل الحزم الموجيـة    

 عند دراسة الحركـة الموجيـة   Wave pulsesوهي عبارة عن نبضات موجية 
لنتحصل على نبضة موجية يلزم تراكب موجات جيبية على مدى متصل مـن             

يمكننا فهم كيفية تكون حزمة موجيـة،       . Δk في مدى قدرته     kالأرقام الموجية   
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على سبيل المثال، خذ تراكب عدد سبعة من الموجات الجيبية التي لكـل منهـا           
  .الصيغة الرياضية

16)2:.(A....................t)ωxk(cosAy k −−=  
ــد    ــة  t = 0وعن ــام الموجي ــساويk (Wave umbers)، الأرق    ت

   تـساوي Ak وكل من هذه الأرقام يقابلها سـعة   27 , 30 ,33 ,36 ,39 ,42 ,45 
 يوضح تغير السعة A: 2-3 شكل 25 .0 , 0.33 , 0.5 ,1.0 , 0.5 , 0.33 , 0.25 

Ak مع kيف الرقم الموجي  وهي ما يسمى بطWave umber spectrum.  
  
  
  
  
  

 
  
 
 Figure A:2-3 the frequency spectrum used to generate the we 
packet shown in Figure 12.84. 

أو (الشكل الموجي لكل موجة من الموجات السبعة وحاصـل تراكبهـا              
  .(A: 2-4)موضحة في شكل ) محصلة تراكبها
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من تداخل سـبعة  ) أسفل الشكل( كيفية تؤكد حزمة موجية (A: 2-4)شكل 
  .موجات كالموضحة في أعلى الحزمة الموجية

أما في حالة تراكب عدد كبير جداً من الموجات بحيث يمتد تغير الأرقام               
 سنتحصل على حزمة موجية واحدة كمـا هـو          ΔKالموجية عبر عرض قدره     

  .A: 2-5ل موضح في الشك
  ......ΔKلاحظ أن عرض الحزمة الموجية   
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 فإن عرض   ΔKويمكن أن نلاحظ نقطة هامة جداً وهي أنه كلما ازدادت             
وهذه النتيجة هامة لأنها الأساس الذي يبنى عليه مبدأ اللاتحديد .  يقلΔKالحزمة 
  .ميكانيكا الكمفي علم 

  
  
  
  
  
  

    
 Figure A: 2-5 (a) the wave number spectrum and (b) the wave 
packet. Produced when k∆  the wave number spread shown in Figure 
A:2-4 becomes broader. 

 من الموجات يمكن صـياغته  infinite numberإن تراكب عدد لانهائي 
وهكذا، فعند .  بدلاً من متسلسلة فوريرFourier integralضياً بتكامل فورير ريا

  : زمن ثابت، فإن مجموعة من الموجات تعطي بـ
17)2:(A..........dkxkcos(k)A(x)y −∫

∞

°

  

وسنناقش في هذا الفصل بعـد      . k هي السعة والتي تتغير مع       A(k)حيث    
 Δk,Δxأن  هذه المقدمة، كيف يمكننا، باستخدام تكاملات فـورير، أن نوضـح            

  .مرتبطتان بالدالة

18)2:(A....................constantk)(Δx)(Δ −=  
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 للحزمة الموجية بدلالة الدالة (A: 2-17)ولعله من المفيد صياغة المعادلة   
  .المركبة على الصورة العامة

19)2:...(A..........e(k)Adk
2
1)x(f ikx −= ∫

∞

∞−D
  

وإذا أدخلنا الزمن كمتغير لدراسة تأثير الزمن علـى انتـشار الحزمـة               
  . بالصورة(A:2-19)دلة الموجية يمكن صياغة المعا

20)2:...(A..........e(k)Adk)tx,(f t(k)ω-ikx −= ∫
∞

∞−

  

 فإن الحزمة الموجية المتكونة تكون      vعند تداخل موجات سرعة كل منها         
سرعتها تمثل سرعة مجموعة من الموجات المكونة للحزمة وتـسمى بـسرعة            

  . وتعطى بالعلاقةvg ويرمز لها بـ group velocityالمجموعة 
21)2:(A......................

dk
dωvg −=  

  :فية إيجاد عرض دالةكي  
من النقاط التي تهمنا في هذا الفصل إيجاد عرض دالـة وذلـك لأهميـة           

  .الموضوع بمبدأ اللاتحديد في ميكانيكا الكم
  A: 2-6خذ على سبيل المثال الدالة الموضحة في الشكل   
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 والأخـرى  x = oكلتا الدالتان لهما نفس العرض، ولكن إحداهما متماثلة حول 
2xαeAy  يمكن كتابتها رياضياً بالصيغة(a)الأول في الشكل . xoلة حول متماث −=  

 y يمثل سعة الدالـة أي قيمـة         A ثابت ومرتبط بعرض الدالة و       α حيث  
  .x = oعندما 
أي (إحدى الطرق لإيجاد عرض الدالة أن نأخذ العرض عندما تقل الدالة              

إلى أن تـصل إلـى   ) y = Aدما عن(من أقصى قيمة . yعندما تقل قيمة 
2
Ay = ،

  .∆xعندها نأخذ عرض الدالة 
  .كما هو موضح بالشكل

22

2

2

2

α
0.693Δx

α
0.693Δx0.693

α
1x

0.6932ln
A/2
A ln

Aعننعوض
2
1yA

2
1lnAlnxα

ylnAlnxα
xαAlnyln

=⇒=⇒=⇒

===

=−=

−=⇒

−=

°
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. يمكن إيجاد تعريف آخر لعرض الدالة وهو أسهل من الطريقة الـسابقة             
 القصوى إلى أن تصل إلـى         من القيمة  yنأخذ عرض الدالة عندما تقل قيمة       

e
1 

0.368 وعليه e = 2.718حيث 
e
1

 إلـى  y أي بدل أن نأخذ العرض عندما تقـل  =
 مـن   0.368 إلى   yنأخذ العرض عندما تقل     ) كما في الطريقة السابقة   (النصف  

2xαeAy. وسهولة هذه الطريقة من الناحية الرياضية.. قيمتها القصوى −=  
  خذ مثلاً الدالة السابقة

  
  
  
  

    
 إلى y لكي تقل y = A القصوى هي yقيمة   

e
 من قيمتها القصوى، أي ما 1

x(α( التي تجعل الأس     x2هي قيمة    عندما يساوي الأس قيمـة     .  يساوي الواحد  2
(1eAyAواحد فإن 

e
1(y −=⇐=  

α
2x2ΔΔx

α
1xΔ1xα 2 ==⇒=⇒=⇒

°°  

وهذه هي الطريقة التي سنستخدمها لإيجاد عرض الدوال التي لها الصيغة            
  .وهناك طرق أخرى لإيجاد عرض الدوال الجيبية. الأسية
وبعد هذا الاستطراد نعود لمناقشة موضوع هذا الفـصل وهـو الحـزم               

  ..الموجية وعلاقات اللاتحديد
  . المعرفة بالعلاقةf (x)خذ على سبيل المثال الدالة   
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1)(2....e(k)gdk(x)f ikv −= ∫
∞

∞−

  

هذه العلاقة تُعبر عن تراكب خطي من موجات ذات طول موجي            
k

2λ D
= ،

 إلى x فكل موجة تكرر نفسها عندما تتغير kولكل قيمة لـ 
k

2v D
+.  

 g (k)لدالـة  ولتوضيح طبيعة هذه الحزمة الموجية، دعنا نختار صـيغة ل   
k(kαe(k)g(2. حيث °−−=  

(2-2) ...  

)vk1(uiikv12αk1

1

1

1

eeande)(kg(k)g

dkdk

kkk

kkkLet

°+−

°

°

==→⇒

=⇒

+=⇒

−=

  

   بالصيغة(1-2)بعد هذه التعويضات يمكن كتابة   

{

∫

∫

∫

∞

∞−

−

°−
∞

∞−

∞

∞−

°+−

=

=

=⇒

v1ik12αk1ikov

ثابت

vikv1ik12αk
1

)vk1(ki12αk1

eedke

e.eedk

e.edk(x)f

  

∫لحساب قيمة التكامل يجب تحوير صيغته الرياضية للـصورة            
∞

∞−

−− 12
dke kα 

.................2)(3وذلك لأن قيمة التكامل 
α

dke 2
1

112αk −=∫
∞

°

− D  

وللوصول لهذه الصورة يلزم أن نجعل الأس مربع كامل حسب الخطوات             
  . التالية

∫∫
∞

∞−

+−−
∞

∞−

=
ivik12αk1v1ik12αk1 edke.edk  

)(خذ    α−عامل مشترك في الأس .  
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∫∫
∞

∞−

−−
∞

∞−

+− =
v)1k

α
i12α(k1v1ik12αk1 edkedk 

v)uلكي نتحصل على مربع كامل للأس         
α
i(k 112  نطرح ونـضيف الحـد      −

2

2

4α
v  

{

2

22
1

2

2
1

2

2
12

2

2
1

2

2
12112

4α
v)

2α
iv(k

4α
vv)k

α
i

4α
v(k

4α
vvk

α
i

4α
vkvk

α
iu

+



 −=

+−−=

+−−=−
321

  

  فيصبح التكامل على الصورة  

∫
∞

∞−



























+





















−− 24α

2v

2

q

)
2α
iv(1kα

1 edk
43421

  

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−−−
− ==

43421

2αq14α

2v
24α

2vα2αq1 edkee.edk  

∫الدالة زوجية وعليه يمكن كتابة التكامل   
∞

°

− 2αq1 edu2  

وقيمة التكامل يساوي   
α2

1 ∫  

{ 4)....(2..........e.
α

.e(x)f 4α

2v

factorphase

ikov −=∴
−D  

ولكي تبعد هذه الدالة علـى  .  دالة تخيلية(4-2) في f (x)الة لاحظ أن الد  
 بل مربع القيمة f (x)ولهذا السبب فالذي يهمنا ليس . جسم يلزم أن تكون حقيقية

  .المطلقة لأنها حقيقية
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5)(2...........e
α

)x(f

)e
α

(e)e
α

(e

(x)f(x)f(x)f

2α

2v
2

4α

2x
ikox4α

2x
kox

*2

−=

=

=

−

−+−−

D

DD  

  .هذه الدالة تمثل جسيم
علـى قيمـة    وتعتمد  v = 0عند ) أو قيمة( لها قيمة قصوى (5-2)الدالة   
 α كبيرة تكون الدالة عريضة والعكس صحيح إذا كانت          α، إذا كانت    αالثابت  

 وكمـا قلنـا فـإن       harrowصغيرة فإن الدالة تعبر عن حزمة موجية ضـيقة          
2(x)fتعبر عن جسيم.  

، كما شرحنا في الجـزء الـسابق        f(x)2نوجد عرض الدالة    بإمكاننا أن     
e عندما تقل قيمتها إلى      ∆vنأخذ عرض الدالة    ) Aملحق  (

 عن أقصى قيمة لها     1
eلكي تنذل الدالة من القيمة إلى     

 واحـد أي     هذا يحدث عنـدما يـساوي الأس       1
1عندما

2

2

=
α

v.  

  
  
  
  

6)(2................2α2Δv

2αΔv2αv2

−=⇒

±=⇒=⇒
°  

k(kαe(k)g(2 والتي تعطي بــ  g (k)نوجد الآن عرض الدالة     والـذي  =−−°
k(kα22(2)( ولـيس الدالـة   g2 (k)يهمنا هو عرض الدالة  e(k)g kg°−−=   هـذه الدالـة 
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=° بل حول  k = 0ل  وليس حوk°متمركزة حول  kk   عرضها يوجـد بـنفس 
eالطريقة، نوجد العرض عندما تقل الدالة إلى 

  . من قسمتها القصوى1
7)2.........(..........)

2α
1((2)2ΔΔΔk −==

°  

  
    

  
  
  
  

 ∆k والعرض في    (6-2) في   ∆vلاحظ التناسب العكسي في عرض الدالة         
 كلمـا   x فـي فـضاء      xf)( هذا يعني أنه كلما تميزت الدالة        (7-2)في العلاقة   

  . والعكس صحيحkانبسطت واستعرضت في فضاء 
vuومن المهم أن ننظر إلى حاصل ضرب العرضين    ∆∆ ,  

8)(2...............42α2.
2α
12Δv.uΔ −==  

، الذي يهم هو أن حاصل       ليس القيمة العددية   (8-2)الذي يهمنا في العلاقة       
vuالضرب   ∆∆ هذه خاصية عامة لكـل الـدوال       . α  لا يعتمد على قيمة الثابت     ,

  .1-2ترتبط ببعضها بتحويلات فورير كما هو موضح في شكل 
This is a general property of functions that are Fourier trans forms of 
each other. 
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ه من المستحيل أن نجعل كـلاً مـن     ونخلص من هذا الجزء بالاستنتاج أن       
v∆   و k∆   وهذه خاصية عامة للحزم الموجية، الأمر الـذي        .  ذات قيم صغيرة

 .يترتب عليه نتائج هامة جداً في ميكانيكا الكم
It is impossible to make both Δ v and Δk small.  
 This is a general feature of wouae packets, but we shall soon see 
rat it has some very deep implications for quantum mechanics. 
 

 

 
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 Figure 2-4 Relation between wave packet and its Fourier trans-
form for a square-shaped wave packet. 
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  انتشار الحزم الموجية
THE PROPAGATION OF WAVE PACKETS  

، نـود  f (x) لنتحصل على دالة ikxeبعدما درسنا تراكب موجات من نوع   
الآن مناقشة كيفية إنتشار هذه الموجات؟ بلا شك إن انتشار حزمة موجية يعتمد             

فلو أخذنا موجة تتغير مكانياً علـى       . على إنتشار كل من الموجات المكونة لها      
هـذه  ).  على الزمن t , y لا تعتمد الموجة من حيث الإحداثيات بينما (Xمحور 

، يمكن كتابة هذه الموجات كدالة plane wanesالموجات تسمى موجات مستوية 
  . بالصيغةX والموجة tفي الزمن 

(2-9)                       ...... iwtiuve −  

حيث           
λ
D

D

2
2

=

=

k

vw
  

  (9-2)تعويض في بال

)102......(..........
)(222

−=
−− vtvivtivi ee D

DD
D

λ  
لو أخذنا كحالة خاصة؛ إنتشار موجات الضوء في الفـضاء حيـث          

λ
cv= 

  .(10-2)للضوء، بالتعويض في 

)122.......(..........)()(2)(2
−== −

−− ctvikctvitcvi
eee λλλ

D
D  

 من هذا النوع من الموجات، فبعد g (k)خذ الآن تراكب الموجات سعتها   
   tمرور زمن قدره 

ct)(veike(u)gdut)(xf ct)(viu
1 −== −

∞

∞−
∫  
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 لها نفس الشكل الذي بدأت به قبل الانتشار مـا  f (x – ct)إن هذه الدالة   
عنـد  ) أو متحيـز  ( أصـبح الآن متركـز       Xعدا أن موقعها بدلاً من أن يكون        

octvctv =−⇐=   
  .هذا يعني أن حزم الضوء الموجية تنتشر في الفضاء بلا تشويه  

 Thus the wave packet go light waves propagates, without any 
distortion, with velocity, the velsal'y of light. 

ولكن الذي يعنينا هنا انتشار موجات، يفترض أنها تُعبر عن جسيمات، في   
  .هذه الحالة لن نستطيع استخدام العلاقة

(2-13)                       ... w = kc  
W (k) = kc  

ه العلاقة صحيحة فقط في حالة انتشار حزمة ضوء موجية فـي            لاحظ هذ   
يلزم اسـتخدام  ) جسيم(ولكي تنطبق دراستنا على انتشار حزمة موجية      . الفضاء

kvorkc(k)w حيث w (k)العلاقة العلامة لـ  ≠=  
  . بالصيغة(11-2)في هذه الحالة نعيد كتابة معادلة   

∫ −=

−
ct)(vik

1 e(k)gdkt)(xf

ct)(vik  

  ي حالة جسم حر الحركة لتصبح ف  

14)(2..........eg(k)dk (k)tiwikv −= −  
، ولكن خـذ  w (k)لاحظ أننا لم نعرف بعد الصيغة الحقيقية لطبيعة الدالة   

  .u في فضاء k°الآن حزمة موجية متمركزة ومتحبزة جداً حول 
kα(ke(k)g(2 في العلاقة    αهذا يعني أن     قد لا يعني أن هذا .  ستكون كبيرة=−−°

f (x) ستكون متحبزة في فضاء vولكن هذا التقريب سيسهل حساباتنا .  
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 لا w(k) مع افتـراض أن  k° متمركز حول (14 -2)بما أن التكامل في   
  .kتتغيره بشدة مع تغير 

15)..(2..........)
dk

(k)wd()k(k
2
1)

dk
dw(k)()k(k)(kw(k)w k2

2
2

k −−+−+≅
°°°°°  

kw)(الحد الأول    الحد الثاني   . k ثابت لأنه لا يعتمد على       °
°= kk)

dk
dw(   يمثل سرعة 

 هي السرعة التي تـسير  - كما شرحنا في التمهيد-group velocityالمجموعة 
  .بها الحزمة الموجية

 (2-16)                    
β)

dk
wd(

2
1

and

)(

kk2

2

=

=⇒

°=

°=
vg

dk
dw

kk

  

  : بافتراض أن

dkdk

kkk
1

1

=⇒

−= °  

  .الحزمة الموجية تعتمد على الزمن بالصيغةفإن   
∫
∞

∞−





 ++°−°+−=

tβ12kvg1k)(kwiv)k1(ki12αk1
1 eedkt)(xf  

  .خذ الحدود الثابتة خارج التكامل

βt12ikvgt)(v1ik12αk1)tiw(kikov

βt12ikvgt.1ikv.1ik12αk

1dk)tw(kivik

eeedke

eee.ee

−−−
∞

∞−

°−

−−−

∞

∞−
°−°

∫=

∫
=  

(2-17)........  
وبنفس الطريقة التي أجريناها في الحالة الأولى، يمكن عمل التكامل عن             

  .طريق إكمال المربع في الأس، خذ الأس فقط
t)gμ(v1ik12k)tiβ(αβt12ikμgt)(v1ik12αk ee −++−−−+− =  
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  . عامل مشترك−+t)iβ(αخذ 












=

−
−+−

=
)tiβ(α

t)gν(v1ik12kt)iβ(α

e  
  .للحصول على مربع كامل نطرح ونضيف الحد  

t)iβ4(α
t)ν(v 2

g

+

−  

t)iβ(α4

2t)gvx(

)iββ(α4

2t)gv(x

iββα

t)gv(u1iu12ut)iβ(α

e
+

−
−

+

−
+

















+

−
−+−

  
  خذ هذه الإشارة مشترك مع الحد الأول

)182..(..........e

e

t)iβ(α

2t)gvx(

4
1

2

tiβα(2

t)gv(ui1kt)iβ(α

t)iβ(α4

2t)gvx(

)iββ(α4

2t)gv(u

tiβα

t)gv(u1ik12kt)iβ(α

−

⇒

+

−
+













+

−
−+−

+

−
−

















+

−
−

+

−
−+−

  

  : نتحصل على(17-2) في (18-2)بتعويض 

)2t2β2(α/αα2t2β(α2

2t)gu(v

222

)
2t2β2α

2α(
2

2t)gu(v

t)iβ(α4

2t)guv(

t)iβ(α4

2t)gu(v

1
*

1

2

1

t)iβ(α4

2t)gu(x

t)(kwx(ui
1

2

)(2

)(1)(
1)(4

2)(

)((

)(4

2)(
2

)(2

)(1)(
1))((

1

e

)tβ(α
e.1

t)βiα()tβi(α
e.et)(xft)(nft)(xf

t)iβ(α
eet)(xf

)(

++

−
−

+

−
−

−

−
−

+

−
−

°

+

−−

°−°













+

−
−+−∞

∞−

+

−
−

°−°

∞

∞−

+

−
−













=

−
−+−

°−°

=









+
















=

−+
==

+
=

=

=

∫

∫

D

D

DD

D

4444 34444 21

43421

ti

tguxi
kti

ti

tgyx

tkwxki

ثابتالحدھذاابت

ti

tgvx
ti

tgv
kti

tkwxki

edkee

eedketxf

βα
βα

βα

βαβα

µ
βα
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  . α بقسمة الأس في البسط والمقام على

 (5-2) بـ (19-2)بمقارنة الصيغة في   












=
−

2α

2v
2 e

α
)x(f D  

t)u(v تغيرت لـ    (5-2) في   vنجد أن هناك تماثل مع ملاحظة أن           g− و α 
تحولت لـ 

α
tβα

22

+  

2ولهذا فإن     

1 )t(xf      تمثل حزمة موجية تسير بسرعةgu   ولكـن عـرض 
  .(19-2)هذه الحزمة غير محدد ولكن يتغير مع الزمن، لاحظ أن عرض الدالة 

)20.....(2..........)
α

tβ(18αΔv

or
/ααtβ(α22.vΔ2.Δv

2
1

2

22

22

−+=

+==
°

  

 يتضح أن عرض الدالة يزداد مع الزمن أي أن الدالة         (20-2)من المعادلة     
   t = 0رنة بعرضها عند تنبسط مع مرور الزمن وذلك مقا

8α)0t(Δv ===  
 إن معدل (20 -2)أما عند أي زمن آخر فإن عرض الدالة يعطي بالصيغة   

 كبيرة أي إذا كانت الدالة منبسطة α الانبساط في الدالة سيكون صغيراً إذا كانت   
  .كثيراً عند البداية
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  :من الحزم الموجية إلى معادلة شرودنجر
FROM WAVE PACKETS TO THE SCHRöDINGER EQUATION 

}إذا كانت الدالة       }.........)()( )(
1 ∫ −= tkiwikueugdktxf      تمثل جسيم كمية الحركة له 

 ug، فإن هذا يستلزم أن سرعة المجموعـة  (p2 /2m) وطاقته الحركية pتساوي 
  .تعطى بالمعادلة

)212.......(.......... −=⇒==
m
pvelocityparticle

dk
dwug  

 فإنه يقابله طاقة    wتردد  ومن افتراضات ميكانيكا الكم، فإن أي إشعاع له           
Eتعطي بالعلاقة .  

h

h

Ew

or
wE

=

=
  

  . أي أنp2/2mفإنها تمثل طاقته الحركية  هي طاقة جسيم حر،Eإذا كانت   
)232(

2
)2/( 22

−==
hh m

pmpw  

ومن معادلة  ) بنفس الطريقة  (kوعليه فمن الممكن أن نكتب متجه الموجة          
ديبرولي 

p
n

=λ.  

24).......(2..........p

)
2

(

p

)
p

(

2
λ

2k −====
h

D

hh

DD  

  )kبدلاً من  (p بدلالة (14-2)ولهذا السبب يمكننا إعادة كتابة الصيغة   
25)..(2..........e)(pψdp

2
1t)(xψ Et)/(pxi

1 −= −∫ h

Dh
  

t)(xψحيث أن الحزمة الموجية         تمثل الحل العـام للمعادلـة التفاضـلية         1
  ..partial differentiableالجزئية 
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)262..(..........e
2m
p(p)φdp

2
1

eE(p)φdp
2
1

t
t)(xψ

i

/Et)pxi(
2

Et)/t(pxi1

−=

=
∂

∂

∫

∫
−

−

D

Dh

Dh
D

  

t)(xψ يمكن الحصول عليها بتفاضل (26-2) أن حيث   .x مرتين بالنسبة لـ 1

] )27......(2..........e)p()p(φdp
2
1

eip.ip(p)φdp
2
1

eip.(p)φdp
2

1
x

e
x

(p)φdp
2
1

x
)

x
ψ(

x

/tEt)(pxi
2

2

Et)/t(pxi

Et)/(pxi

Et)/(pxi

−−=


=







∂
∂

=









∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∫

∫

∫

∫

−

−

−

−

DDh

hhDh

hDh

Dh

h

D

  

 من الطرف الأيمن، يلزم ضرب (26-2) بـ (27-2)ولكي تتساوى معادلة   
 في (27-2)طرفي 

m2

2D−أي ،  

]

]D

D

Dh

D

D

Dh

h

Et)/(pxi
2

Et)/(pxi
2

22

2

22

e)
2m
p((p)φdp

2
1

e)p()
2m

((p)φdp
2
1

x
ψ

2m

−

−

∫

∫

=

−−=
∂
∂

−
  

  :وعليه فإن
)82......(2..........

v
t)(vψ

2mt
t)(xψ

i 2
1

22
1 −

∂

∂
−=

∂
∂ h

h  

  .وهذه صحيحة لجسم حر  
  The uncertainty Relations)                   اللاتعيين(علاقات اللاتحديد 

الموجيـة  ) الرزم(أحد النتائج المهمة التي توصلنا لها من مناقشتنا للحزم            
   .k و فراغ vهي المعكوسة للعلاقة بين الأعراض في فراغ 

1vΔkΔ ≥ 

kp وباستعمال العلاقة hبضرب الطرفين بـ    h= 
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  Heisenberg ancernrainrg clarionسنتحصل على علاقة هايزنبرج   

)1........(vΔpΔ h≥  
  كون فـي الجـسم    وبما أن العرض يمثل المنطقة التي من المحتمل أن ي           

 ( p- , v -  I)  تبين(1)فضاء فإن المعادلة :  
 xوموجية فـي    ) متميزة جداً (متمركزة  ) رزمة(لو أردنا أن نعمل حزمة        

الأمر . (فضاء، فإنه من المستحيل علينا أن نشارك بها كمية حركة معرفة جيداً           
حركـة  الذي يعتبر بديهي وعليه فإن رزمة موجية ذات كمية محددة من كمية ال            

  . أي أن تكون عريضة جداً-vيجب أن تكون غير متميزة في فضاء 
واحد من إلزامات ميكانيكا الكم على وصفنا للأنظمة        ) الحصر(وهذا الحد     

الموقـع، كميـة    (p, xفي الفيزياء التقليدية كالأمر . الفيزيائية بالمفاهيم التقليدية
  .مستقلات عن بعضهما) الحركة
  . مكملين لبعضهماp, xلكم بينما في ميكانيكا ا  
 الصغيرة يتضح لنا أن ميكانيكا التقليدية تفشل فـي          hلاحظ أنه من قيمة       

حالة الأنظمة المجهرية فلو اعتبرنا أن حبة غبار 
scn

gm
/10

10
4

4

=

= −

υ
  

، احسب اللاتعيين فـي     m1μ وموقعه معروف لدقة   g1μmخذ جسماً كتلته    : مثال
  . من المعادلة السابقةpΔكمية حركته 

s
mk105

m
SJ.

100.5
m1014

J.S106.63
pΔ

s
mkg.J

v2Δ
Δp

2
ΔvΔp

g
2928

6

34

2

2

−−
−

−

×=×=
××

×
≥

=≥⇒≥

D

hD

  

وهذا يطابق سرعة مقدارها 
g

9
g

29
20

u101

m/su105

s
m105Δν

−

−

−

×

×
=×=  
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وعليه فإن للأجسام الكبيرة علاقة اللاتعيين ليست ذات . وهذه القيمة مهملة  
  .الميكانيكا التقليدية تعطي نفس القيمة) الحالةفي هذه (أهمية وعليه فإن 

  )ميكروسكوب هيزبنرج(قياس مكان إلكترون 
Measwrcmerg position of aneleiton (Hesibdoceg Microswgee) 

 xt تتحرك في اتجاهxpشعاع من الإلكترونات لها كمية حركة محددة جيداً       
 من الميكروسكوب الشاشة هي رؤية موقع الإلكترون وذلك بمـشاهدة           والغرض

  .الضوء المتشتت من الإلكترون
وإن قـدرة   . إن استطام الفوتونات بالإلكترون يرتد خلال الميكروسكوب        

أي الدقة التي بها يمكننا تحديد موقع الإلكترون         (bastionتحليل الميكروسكوب   
  ).من معلومات من الضوء

موجة الضوء  طول λ حيث
ϕsin

λ~Δν  

 للحد المرغوب ∆vأكبر ما يمكن بإمكاننا تصغير ϕ أقل ما يمكن و   λيجعل
  .xνهذا يمكننا فعله على حساب معلوماتنا من دقة كمية الحركة في اتجاه 

لإشارات المسجلة على الشاشة هي عبارة عـن        ميكانيكا الكم تخبرنا بأن ا    
فوتونات تشتت من الإلكترونات اتجاه الفوتونات بعد التشتت غير محدد خـلال            

  الزاوية المقابلة للفتحة وعليه كمية الحركة المرتدة للإلكترون غير محددة بـ

                     
φsin

c
hv2~pΔ

v
c
h.sin2

v
cλ

λ
).sin(sinΔp

x⇒=⇒

+

ϕϕ

ϕϕ
h

 

Dhوعليه                  
D 4~

sin
λ.sin

c
v2~ΔvpΔ v ϕ

ϕ  
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 صغيرة لكن   λ لتحسين دقة الموقع للإلكترون يجب أن نستخدم ضوء ذو          
لو أردنا أن نقلل : هذا ينتج خطأ كبير أو تشويش كبير في كمية الحركة والعكس      

الخطأ بقياسنا بكمية الحركة يجب أن نستخدم إشعاع ذو طول موجي كبير وهذا             
  .بدوره يؤدي إلى خطأ كبير في الموقع

وعلـى  . وعليه فإن مبدأ اللاتعيين هو ناشئ من طريقة القيـاس نفـسها             
المستوى الذري فإن القياس نفسه ينشأ عنه خطأ وتشويش ملحوظ للنظام وذلـك          

  .للتفاعل بين جهاز القياس الكمية المقاسة
ومبدأ اللاتعيين يقرر أننا لا نستطيع تحديد مسار جسم بدقة متناهية كمـا               

  .انيكا التقليديةهو الحال في الميك
kg102الذي كتلته   ( بافتراض أن اللاتعيين في موقع جزئ هيدروجين         :مثال 27−× (

 احسب قيمة اللاتعيين في كمية الحركة؟ وكذلك النـسبة  m 10-10يقدر بحوالي 

x

x

p
pΔ   

m/skg106.6
10)(2
106.6

Δx
Δp 24

10

34

x −×≥
×

=≥ −
−

−

D

h  

كمية حركة الجزئ الذي يتحرك بسرعة         
s
m2000)    السرعة الحرارية عند

  )درجة حرارة الغرفة
m/skg.104

s
m102kg102mcP 24327

x
−− ×=×××==  

  :وعليه فإن نسبة اللاتعيين  
0.251.7

104
106.6

p
Δp

24

24

x

x =
×
×

= −

−  

وعليه فإن كمية حركة هذا الجزئ لا يمكن تحديدها بدقة أكثر من القيمة               
  .ألأصلية
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لو أخذنا كتلة، لها سرعة : لكن  
s
m1000 1 ، موقعها محدد لدقة. mm  هـذا 
  .الجسم مقدار اللاتعيين في كمية حركته

m/s-kg5010000.005p

m/skg10
2
6.6

m10
106.63Δp 31
3

34

=×=

−×=
×

≥ −
−

−

D  

  .نسبة اللاتعيين  
32

31

101.3k/skg106.6
p
Δp −

−

×=
−×

=  

  .وهذا رقم صغير جداً ولا يمكن قياسه بأي جهاز  
s10زمن الحياة للحالة المثارة لذرة الهيدروجين       : مثال   فإن اقل قيمـة    . −8

  للاتحديد للطاقة هو؟

h≥ΔtΔE.  
.105.60.1

102
106.6 826

8

34

evJ
t

E −−
−

−

×=×=
×
×

=
∆

≥∆
D

h  

  .وهذا يسمى عرض الطاقة للحالة المثارة  
 wave Guideالعلاقة بين طول الموجة والتردد فـي موجـة الموجـات      

  :تعطي بالمعادلة

22
°−

=
vv

c
λ  

  . لهذه الموجاتgvأوجد سرعة المجموعة   

2

22

2

22

2

2

22

2
2

)(4
c

ww
c

vv

vv
c

°°

°

−
=

−
=

−
=

D

D

λ
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2

2
2

2

2
2

2
2

42

D

D
D

DD

v
wv

wvvw

kk

=

=⇒=

=⇒=
λλ

  

c
ww

kwwkc
c

ww
k

22
2222

2

22
2 °

°
° −

=⇒−=⇒
−

=  

  wبالتفاضل بالنسبة لـ   

2

2

2

2
2l

2

g

2
2

v
v

1c

w
w

1cww
w
c

w
kc

dk
dwv

w
kc

dk
dwdww22kdkc

°

°
°

−=

−=−===

=⇒=

  

  .mev 1=  حزمة من النيوترونات بطاقة متوسطة للنيترون الواحد :مثال
 km 10 قطع مسافة ، احسب اتساع الحزمة بعدcu 1بدأت الحزمة باتساع   

  .في الفراغات
  Δybb الاتساع

kgm/sec105.3
m104

106.6
Δy2

Δp

Δy.Δp,?Δpcom,1Δy

33
2

34

y

yy

−
−

−

×=
×
×

==∴

≥⇒=

DD

D

h

  

m102
102.3
105.3m10θtonvRθton

x
R

103.2
103.5

sec/.103.2

)10(1.6en)10()10(1.672E2mp

4
20

33
9

20

33

20

19627
nx

−
−

−

−

−

−

−−

×=
×
×

×==⇒=

=

×
×

=∴

×=

××==

x
R

tom

mkg

θ  

  .2R بمقدار 1amوعليه فإن الحزمة ستزداد من    
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4.01041042 24 =×=×= −− conmR  
  nm 10.4سيصبح 

°في موضع فوتون طول موجته      ) اللاتحديد(كم يبلغ عدم التحديد     / س

A3000  إذا 
  كانت دقة تحديد طول الموجة يصل إلى جزء من المليون؟

10=
∆
λ
λ  

 احسب عدد اللفات التي s 6-10إذا كانت إلكترون في حالة مشتاقة أولي مدة / س
  .سيلفها في هذا المدار

tw108
101.2
sec10

T
CT

sec101.2
)10(1.6)

4
13.6(

)101.05(2T

4
13.6)(Ew

w
2

w
2T

6
15

8
~

15

19

34

2

×=
×

==

×=
×

×
=

===→==

−

−

−

−

−D

h
h

DhD

  

°اتساع الخط الطيفي الذي له طول موجة          

A4000    هـو°

A0.0001   احـسب 
  .متوسط زمن مكوث النظام الذري في حالة الطاقة المناظرة

2

144

ΔcΔcvΔEΔ

m.10A10Δλ,A4000

D

Dh

D

D

D

h
h

D

===

=== −
°

−
°

  

  . ، زمن مكوث الذرة في الحالة المستثارة t∆عدم التحديد في الزمن  

sec.μ0.21

sec.102.1
)(10)10(3
)(10(16)(4)

Δc
4

EΔ
4ΔtC

7
148

14

2`

=

×=
×

=

===

−
−

−

D

DhDh
D

  

  ، احسب متوسط عمر هذه الحالة؟ev1.1الطاقة المستثارة لها إشعاع يساوي / س
من علاقة اللاتحديد 

D

h

2
ΔE.Δt =  
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....?..........
ev1.12

106.6
ΔE2

Δt

ΔvΔE
34

=
×
×

==

=
−

DD

h

D

  

ikxحزمة موجية معرفة بـ 
α

e(k)gdk(x)F ∫
∞

∞−

=  

   تعطي بـ g ( k)حيث 

k
2
4o

k/2kk/2N
k/2ko)(kg

〈=

〈〈−=
−〈=

  

   التي لها Nقيمة 

k2
1N

1N2
u

nsindu2kNuSin

k
2u
4N.du

k
2

2
kxsin

x
4Ndx

2
kxsin

x
2N)xf(

1)x(fdx

z
2

2
2z

2

2

2

2
2

2

2

D

D

Q

=⇒

===

=⇒

=

=

∫ ∫

∫

∫

∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

  

   التي لها Nطة باختيار كيف هذه مرتب  

k2
1N

2
1kNdkNu)(gdk

2
1)u(gdk

2
u/z

k/z

22

2

D

D

D

⇒

===

=

∫∫

∫

−

∞+

∞−

+∞

∞−

  

 بين نقطتين التـي عنـدها الدالـة          vمن المناسب اختيار عرض       
2

kvsin 
وهذا يحدث عند . تتلاشى

k
2

u
uΔu DD

±=×⇐=  
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D
D uu)
u

u(ΔkΔ ==×∴  

  .uلا تعتمد على 

22
g

22

22222

22
2

3

2
22

3

2

2222

2

2

2

22

2
2

22

2
g

/vv1cu

vv
v
c

)
vv

1(v

c

/vvv

cv

c

/vv1c
v

c)
v

c(.)(
d
dv(1)

c
d
dvdv2

c
dv2v1

c
v

C
v

vv
C,

vv

2

(1)
d
dv

)(1/d
dv

)(1/d2
dv2

dk
dvv

°

°

°°

°

°

°

°°

−=

−=

−

=

−

=

−==−=−

=⇒−=⇒+=∴

−
=

−
=

−====

DD
D

D
D

DDDD

DDQ

D
D

DDD

D

  

  دنجر وتفسير الاحتمالالمعادلة الموجية لشرو
The Schrödinger wave Eqn. nd the Probability Interpretation 

في هذا الفصل سنناقش بعض خواص معادلة شرودنجر للجسم الحر، هذه           
وكذلك سنستنتج تفـسير الاحتمـال      . المعادلة التي استنتجناها في الفصل الثاني     

 في  montentumكمية الحركة   وهذا بدوره يؤدي إلى تعريف       Ψ للدالة الموجية 
  .V (x)ميكانيكا الكم، وكذلك لمعادلة شرودنجر التي تصف جسم في جهد 

  .ونقطة البداية هي المعادلة التفاضلية  
...(1)..........

x
t)(x,ψ

2mt
t)(x,ψi 2

22

∂
∂

−=
∂

∂ h
h  

وحل هذه المعادلة يمكـن     . وهذه معادلة صحيحة لوصف حركة جسم حر        
  :حصل على الحل العامونت).. بعكس الخطوط التي أدت إليها(الحصول عليه 

∫ −= h

Dh

Et)/i(pxe(p)ap
2
1t)(x,ψ ϕ  
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  p2/2m للجسم الحر هي Eوحيث أن 
...(2)..........e(p)ap

2
1t)(x,ψ /2m)t)l2(pi(px∫ −= h

Dh
ϕ  

هي معادلة تفاضلية من الدرجة     ) ١(أن المعادلة   : ومن الجدير بالملاحظة    
)),((الأولى وهذا يعني أننا بمجرد أن نعرف القيمة الأولية لـ      oxψ   فـإن قيمـة 

)(ψعند كل الأزمنة الأخرى يمكن معرفتها .  

( ) ( ) ( )3.................Δt
x

t)(x,ψ
2m
itx,ψΔttx,ψ

Δt
x
ψ

2m
it)(x,ψΔt)tx,(ψ

xt
ψ

2m
i

xH2
t)(x,ψ

i2m
i

t
ψ

Δt
t

ψt)(x,ψΔt)t(x,ψ

2

2

2

2

2

22t)(x,

t)(x,

∂
∂

+=+

∂
∂

+=+

∂
=

∂
∂

=
∂

∂
∂

∂
+=+

h

h

h

h

h

  

)وبإعطاء قيمة    )ox,ψ الدالة ( )pϕ ضع (2) يمكن إيجادها من t = o  فـي 
  . تكامل فورير(2)المعادلة 

( ) ∫= .......(4)..........e(p)φdp
2x
1ox,ψ ipx/h

h
  

)(يمكن عكسه للحصول على    pϕ  
  :شروط المعايرة  

( ) ( )∫= hDh ipx/edxox,ψ2Pϕ  
) يمكننا حساب (2)وبالتعويض في المعادلة    )tx,ψ عند كل قيم t..  
  :في المعادلة التفاضلية" لا تعيين"لاحظ أنه لا يوجد   
د لا توجد قيـو   ) للحزمة الموجبة ( نعرف القيم الأولى للحالة      onceطالما    

)على قيم  )ox,ψعندئذ الحزمة الموجية كلها معرفة عند كل الأزمنة التالية ..  
),(تفسير الاحتمال للدالة الموجية  txψ  
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),(للدالة  ) تفسير(ونحن بصدد البحث عن تأويل         txψ      يجب أن يكون فـي 
  .تفكيرنا

) أن (1) )tx,ψ هي بشكل هام دالة معقدة conglex fetom.  
 الدالة   (2)

43421
كمیةحقیقیة

)t(x,ψ          تكون كبيرة حيث يفترض أن يكون الجسم موجـود وتكـون 

  .صغيرة في أماكن غير هذا المكان
  ).اللاتحيز ((Spreading) وكذلك مصاحب للدالة ظاهرة الانبساط (3)

التي تبعث اكتشاف ميكانيكا الكم      (ومباشرة بعد اكتشاف معادلة شرودنجر      
شعاع من  ) تطاير( بدراسة تبعثر    MaxBornقام  ) ١٩٢٥بواسطة هيزبنرج سنة    

وعليـه  . الإلكترونات بهدف أو التي أرشدته إلى التأويل الصحيح للدالة الموجية        
  .فقد اقترح أن

)تكون كبيرة حينما يفترض أن يكون الجـسم            )⇒⇐ txp قيـة   دالـة حقي   ,
  .وتفلطحها لا يعني أن الجسم متفلطح

وكل ما تعنيه هو أنه عندما يتغير الزمن يكون من الأقل احتمالاً أن نجـد      
  .t = 0الجسم حينما كان عند 

  :ولكي يكون التأويل صحيحاً يلزمنا  
( ) )6(1,∫

∞

∞

=
x

dxtxp  

  vormalizationشرط المعايرة 
ا وسيتضح لنا لاحقاً أن يكفي      وذلك لأن الجسم يجب أن يكون في مكان م          

  :أن يلزم أن
( ) )7(ox,ψdx

x
2

∫
∞

∞

〈∞  
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ــة    )وهــذا يعنــي أن الدال )ox,ψ ــة  يجــب أن تكــون مربعــة متكامل
squaredintegrabli يعني أن +∞←−∞ وبنطاق تكامل ( )ox,ψ .  

 وهذا يلـزم أن تكـون الدالـة         x−2/1يجب أن تؤول إلى صفر أسرع من          
( )tx,ψ متصلة في x contineon sin x.      .  

    Import on ce of the ases: أهمية الأطوار
)يبدو للوهلة الأولى كون الدالة         ) 2tx,ψ        ذات معنى فيزيـائي، يبـدو أن 

  .وهذا خطأ. الطول ليس له أهمية
)وباقتران أن   ( هي معادلة خطية،     (1)وبما أن المعادلة       ) t)(x,ψ,tx,ψ  هي  12
  .حل

( ) (8)t)(x,ψt)(x,ψtx,ψ 21   .  هذا كذلك حل←=+
) لو أن  ) 1iθ

11
iθθ

22 eRt)(x,ψ,eRtx,ψ ==  
2121حيث أن  θ,θ,R,Rهي حقيقة، عندها   

( )
(9))θ(θcos2RRR

)eRR(etx,ψ

211
2

2
2

1

2)1θ2(θi
21

1iθ2

−++=

+= −

  

)لكلي في   وهذا يظهر أن الطور مهم، الطور ا         )tx,ψ      يمكن إهمالـه، أمـا 
θ(θ(الطول النسبي  21 12 بين دالتين موجبتين − ψوψ 2 تظهر فيψ.  

 هو الذي نـراه عنـد تراكـب         (9)لاحظ أن الطرف الأيمن في المعادلة         
 للدوال الموجبة التي أدت لـ لشكل lineallyوفي الحقيقة أنها الخطوة . الموجات

  . في هذه المعادلةcosineالتداخل الذي يظهر من خلال 
وعندما نتحدث عن السلوك الموجي للإلكترونات، الفوتونات، فتحدث من           
  ...الخطية
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  Peobalrility currentاحتمال التيار   
  .(1) المرافق المعقد للمعادلة  complex conjugateلنأخذ   

t)(x,j
x

t)(x,t
t

x
t)(x,p

t

x
ψ

2m
ψψ

x
ψ

2mi
1

x
ψ

2m
iψ

x
ψ

2m
i

t
ψψψ

t
t)(x,ψ

)t)(x,ψt)(x,ψ(
t

t)(x,p
t

x
ψ

2m
i

t
ψ

t
t)(x,ψ

2mt
t)(x,ψi

x
ψ

2m
i

t
ψ

t
ψ

2mt
ψi

t

22
*

2

*22

2

2
*

2

*

*
*

2ψ

x

2

*2*

2

*22*

2

2

2

22

∂
∂

−=
∂
∂

⇒

∂
∂

−=
∂
∂









∂
∂

−
∂

∂
=









∂
∂

∂
∂

−=

∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

−=
∂

∂
⇒

∂
∂

−=
∂

∂
−⇒

∂
∂

=
∂
∂

⇒
∂
∂

−=
∂
∂

hh

h

hh

44 844 76

hh
h

hh
h

  

( ) ( )[ ] 0j,0jJ

ot)(x,j
x

dxt)(x,pdx
x

→=∞−−∞−−=

=
∂
∂

−=
∂
∂

∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−  

 يتعـوض بـالتغير     xالتغير في الكثافة في منطقة فـي        :  تبين ⇐ (12)معادلة  
  .الصافي في الفيض في تلك المنطقة

Q الدوال متكاملة التربيع square integrebleتلاشى عند  ت∞   

(14)t)(b,jt)(a,j

t)(x,j
x

dxt)p(x,ax
t

−=

∂
∂

−=
∂
∂

∫ ∫
∞

∞−  

)وتعريف لـ      )tx,p,t)(x,j          (1) وقانون البقاء تكون صحيحة لـو المعادلـة 
  تتغير لـ 
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)وهذه التعريفات لـ       ) ( )tx,p,tx,d    تبقـى صـحيحة    ) البقاء( وقانون الحفظ
  .ادلة التالية معادلة شرودنجرحتى لو غيرنا معادلة الجسم الحر للمع

( ) ( )15t)(x,ψ
x

t)(x,ψ
2mt

tx,ψit
22

+
∂

∂
−=

∂
∂ h  

 في ثلاثـة    V(x)وهذه مهمة لأنها تمثل معادلة شرودنجر لجسم في جهد            
  .أبعاد

( )
2

2

2

2

2

2

2

zyx

zy,x,V
t),,zy,(x,ψ

∇⇒
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

  

  (12)كذلك تعميم 
( )

( ) ( ) 2tr,ψtr,p

0t)(r,J.tr,p
t

=

=∇+
∂
∂

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tr,ψtr,ψtx,ψtr,ψ
2im

tr,j

tr,ψrvtr,ψ
2mt

t)(x,ψi

**

2
2

∇−∇=

+∇−=
∂

∂

h

h
h  

  القيم المتوقعة وكمية حركة الجسم
Expectation Values of Canticle nonctn  

  .P (x,t). بإعطاء كثافة الاحتمال
  . يمكن حسابها بشكل عامf (x)فإن القيمة المتوقعة لـ   

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )∫

∫
=

=

tx,ψxftx,ψax

(20)tx,pxfaxxf
*

  

  لاستنتاج مؤثر كمية الحركة من الميكانيكا
  
  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


                                       

 - ٧٢ -

( )

( )

( ) ( ) )
Z
ψxψtx,ψ

t
ψ(dxmxp

)
Z
ψxψxψ

Z
ψ(dxmxp

(22)tx,ψvt)9x,ψdx
dt
dmx

dt
dmp

(21)
dt
dxmmvp

*
*

*
*

*

∂
∂

++
∂

∂
=

∂
∂

+
∂
∂

=

==

==

∫

∫

∫

∞+

∞−

∞+

∞−

  

لاحظ أنه لا يوجد       
dt
dx  ط  فق.  تحت التكامل)t(x,ψ     ،هي التي تتغير بالزمن 

  . مع الزمنxوهذا التغير هو الذي يؤدي إلى التغير في 
  .وبما أن بالتعويض في آخر معادلة

2

*2*

2

2

2

x
ψ

2it
ψm

x
ψ

2it
ψm

x
ψ

2mt
ψi

∂
∂

=
∂

∂
∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

h

h

h
h

  

2

2
***
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*

x
ψ*ψ

x
x

***

2

*2

2

2
*

2

*2

x
ψxψ

x
ψψ)

x
ψx(ψ

x

x
ψψψ)(ψ

x
xψψ

x
ψ(

x

x
ψx

x
ψψ

x
ψxψψ

x
ψ(

x
xψ

x
ψ

)dx
x
ψxψxψ

x
ψ(

2i
p

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−

∂
∂
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∂
∂

−
∂

∂
∂
∂

=

∂
∂

∂
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−
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∂
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∂

∂

∂
∂

−
∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

+∞

∞−
∫

43421

h

  

  .وعليه فإن الحد الذي يقع داخل التكامل يصبح  

x
ψ2ψ

x
ψxψψψxψ

x
ψ

x

x
ψψ)

x
ψxψ(

x

x
ψψψ)(ψ

x
ψ)x

x
ψ(

xx
ψxψ(xψx

x
ψ
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*
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∂
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∂
∂
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−
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∂
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∂
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∂
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[ ]

t)(x,ψ
xi

t)(x,ψdxp

dxt)(x,ψ
x

t)(x,2ψ
2ix2i

p

*

*

∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

=

∫

∫ ∫
∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

h

hh

  

  .operatorهذه المعادلة تقترح أن كمية الحركة يمكن أن تمثل بالمؤثر   

xi
p

∂
∂

=
h  

  .ولهذا، على سبيل المثال  

∫ ∂
∂

−= t)(x,ψ)
x

(t)(x,dxψp 2

2
2*2 h  

∫ .وبشكل عام   ∂
∂

= t)(x,ψ)
xt

(ft)(x,dxψ)p(f * D  

)(لمدلول الفيزيـائي لــ   وبهذا التمثيل لكمية الحركة يمكننا مناقشة ا    pφ 
  .التي تظهر في المعادلة الدالة الموجية في فراغ كمية الحركة

[ ] h

Dh

/t(p/2m)-pxie)p(φap
2
1)t,x(ψ ∫= 

  .t لا تعتمد على pφ)( وذلك لأن  t = 0دع : أولاً
ikvipn/ e)(φou

1
e)p(φap

2
1)(xψ hD

D

h

Dh

h ∫∫ ==  

  وباستخدام معكوس تكامل فورير 

1ψψax

eap
2
1ψax

e(x)ψax
2
1)()()(

e(x)ψax
2
1(p)φ

)()(

*

*

ipx/-*

ipx/-**

ipx/-

==

=

=⇒

=⊗

=

∫

∫∫

∫∫∫

∫

∫ −

444 3444 21 Dh

Dh

Dh

hD

h

h

h

ψ

φ

φφφ

ψφ

papppap

or

exax ikx
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    Parsevaliوهذه النتيجة تسمى بنظرية بارسيفال   
فإن تحويل فورير للدالة يكون معاير كذلك       : 1لو أن دالة معايرة لـ      : ومنطوقها

If a function is normalized to 1, 50 is its Fourier Transform  
  ). regasrauney p، تمثيل xتمثيل : عندنا تمثيلان للدوال( 
  :خذ

(p)φp)p(φapp

e(x)ψax
2
1pp)(φap

e(p)φap
2
1

dx
d

i
)x(ψax

(x)ψ
dx
d

i
)x(ψaxp

*

ipx/*

ipx/*

*

∫

∫∫

∫∫

∫

=

=

=

=

h

h

Dh

Dh

h

h

  

 تفسير بأنها الدالة الموجية في فـراغ كميـة          pφ)(وهذه النتيجة تعني أن       
)الحركة بـ  ) 2pφ تعطينا كثافة احتمال إيجاد الجسم الذي كمية حركته p.  

 لها التمثيل xفي فراغ كمية الحركة   
p

ix
∂
∂

= hد فيما بعد أن المؤثرات  ستج
ogenatrsتلعب دوراً مهماً في ميكانيكا الكم .  

  .والآن سنوضح بعض خصائصها  
  على عكس الأرقام العادية المؤثرات ليست بند دائماً، لو عرفنا   

[ ] BAABBA1 −=  

:            حينئذ
[ ] ( )

[ ] ( )tx,ψ
i

t)(x,ψxp,

)),((

x
t)(x,ψ

i
xtx,ψx

xi
t)(x,ψxp,

h

D

Dh

=

∂
∂

−+
∂
∂

=

∂
∂

−
∂
∂

=

x
xtx

x
x

i
ψ

ψ
ψ  

  Commutation relatively وعليه نقول أننا عندنا علاقة التبديل  
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[ ]
i

xp, h
=  

  normalized ware fumetsخذ جسم الذي دالته المعايرة : مثال

0v
0vevαα2)(xψ αv

<=
>= −  

(a) لأي قيم من ν 2 تكون)x(ψ)x(p    في القيمة؟=
(b) احسب vv ,2  

( c )0,1تمال أن الجسم يوجد بين  ما قيمة اح == vv α 

(b) احسب )p(φ واستخدم النتيجة لحساب pp ,2  
o تحدث عندما  p (x) قيمة :  أولاً

ax
pa

=  

α
1νxn21

0e)vα21(v2
02v)eveα2(

0)exα(4
ax
a

)eα2α*eα2(2α
ax
a)ψψ(

ax
a

2αα

2αα22αα

2αα23

αvxαv*

=⇒=⇒

=−=

=+−=

==

==⇒

−

−−

−

−−

  

(b) xv evevxvxdxv αα αααψψ −−
∞∞

∫∫ == 2.2)()( .

0

*

0

 

          )4(.)(4 223

0

223

0

xv evvaxdxevv αα αα −
∞

−
∞

∫∫ ==   

yxdyaxaxdyvdyvy
α

ααα
2
1,

2
12,2,2    عوض عن ===⇒==

ααα 2
3

4
3

4
1 3

0

=== −
∞

∫
ieydyv y  

n!.12)........(n1)n(n1)(nΓaminkeisn

!n)1(nΓatetetnetdtet tn

0

tdt1n

00

tntn

0

=−−=+

=+==+= −
∞

−−
∞∞

−−
∞

∫∫∫∫  
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=

=== −
∞

∫ 22
2232

0

2 3
8
4)4(

αα
α α iexydya x  

  ):السؤال في المنتصف(الأخيرة ) واصل المحاضرة (
   :واصل خواص المؤثرات

 كميـة   p ممكنه أن يؤدي إلى الشدة فـي أن          I بـ   pظهور المؤثرات     
  . كمية حقيقيةpحقيقية ولكننا يمكننا مراجعة هذه الحقيقة أن 

0ψ)ψ(
x

ax
i

ψ)
x
ψ

x
ψψ(ax

i

)
x
ψ

i
(ψax

x
ψ

i
ψaxpp

*

*
*

*
*α

=
∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

−−
∂
∂

=−

∫

∫

∫∫

h

h

hh

  

، وهذا الشرط متحقق في الدوال في مربعة ∞بشرط أن الدالة تتلاشى عند   
التكامل ولكن إذا لم يتحقق هذا الشرط، مثلاً في حالة الدوال التي تغير نفـسها               

Periodical   
)Lx(ψ)x(ψ +=  

Lv0ولو قصرنا أنفسنا للعمل فـي           عنـد    ≥>
lax
t∂      لازال يكـون مـؤثر 

   hermitical poetryهيرومتي 

0)o(ψ
i

)L(ψ
i

)(x)ψ(x)(ψ
x

ax
i

pp

22

*
L

0

*

=−=

∂
∂

=− ∫
hh

h

  

المؤثر الذي قيمته المتوقعة لكل القيمة المسموحة للدالة الموجيـة تكـون              
  . هو مؤثر هيرمتيx مثل p، وعليه فإن lerimti of openerمى حقيقية يس

 An operator whose expectation value for all admissible wave 
functims is real is called a hermitical operator 
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  :ولعلنا نستنج هذا الفصل بملاحظة أن المعادلة  

2

22

x
t)(x,ψ

2mt
t)(x,ψi

∂
∂

−=
∂

∂
=

h
h  

:بالتعريف
xi

pop ∂
∂

=
hيمكن كتابتها بالصورة التالية :  

t)(x,ψ
2m
p

t
t)(x,ψi

2
op−=

∂
∂

=h  

ولو عممنا هذا الجـسم     . المؤثر على الجانب الأيمن هو الطاقة لجسم حر         
  :في جهد، نتحصل على

t)(x,ψH
t

t)(x,ψi

or

t)(x,ψ(x)V
x

t)(x,ψ
2mt

t)(x,ψi

or

t)(x,ψ(x)V
2m

p

t
t)(x,ψi

2

22

2
op

=
∂

∂

+
∂

∂
−=

∂
∂

=












+=

∂
∂

=

h

h
h

h

  

 لأنـه   Hamiltonianويسمى عادة الهاملتونيان    .  هو مؤثر الطاقة   Hحيث    
  . هاملتونيان الميكانيكا التقليديةصورة مؤثرة للدالة 

   2p⇐ هو مؤثر هيرميتي pوبما أن   
(x)V

2m
pH

2

   جهد حقيقي=+
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  :الدالة المعطاة/ س

22 ax
N(x)ψ
+

=  

(a) احسب N اللازمة المعايرة الدالة ψ.  
(b) استخدام الدالة  ψ لحساب nv ما قيم ،nالتي تؤدي إلى تكامل متجمع .  
(c) 2 احسبpباستخدام الدالة الموجية في فراغ كمية الحركة .  

 (a)                    21 احسب xxx −=∆  
21 ppxΔ −=  

   ؟ΔpΔxلحساب 

22

3

3

3

1
322222

12nn22
0

222
2

ax
12aψ

2aN
2a

)
a
x(tu

2a
1

)a(x2a
x

)a(x
dx

2)!(2n2a
!3)(2n

)x(a
dx1
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dxN
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=∴

=⇒=









++
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+
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∞−

−

∞∞

∞−

∫

∫∫

D

D

D

D

  

 (b)  
212

22
n

)a(x
a2ax
+

= ∫
+∞

∞−D
  

  n < 3 فقط عندما nxتتقارب 

⇐= ,2,1,0n  
0xالمكامل لزوايا  n =  
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(x/a)tam
2a
1

)a(x2
x

)a(x
axx

dx
)a(x

x2ax

==









++

+
=

+

+
=

∞+

∞−

−

+∞

∞−

∫

∫

D

D
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edxaa

eax
2
N(p)φ

22

px/i

x/2p

=→=
+

=

=

−∞+

∞−

−

∫

∫
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tiyxZئرة في المستوى المركب للتكامل نستخدم كونتور نصف دا   =  

xΔΔx/a2pΔ

ppΔ0p

!21)(2Γ
!n)1(nΓ
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ψ)(ψ)(لو أن الدالة الموجية تحقق الشرط / س DD   . أثبت أن المؤثر=−

dθ
d

i
h

=∠  

  مؤثر هيرميتي
*0لإثبات هذا يجب أن    =∠−∠  

**

*

ψ
dθ
d

i
ψdθ

ψ
dθ
d

i
)θ(ψdθ
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D

D
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∫
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[ ]
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)(ψ)(ψψψ
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)ψ(ψ)ψ)θ(ψ(dθ
i

*
)(
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∫

∫
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−
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DD
h
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DD
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ψψ

  

  ∠=∠* المؤثر ∴

k2
1N

2
1kNdkNNdk3.c. 2

k/2

k/2

22

DD
=⇒=== ∫∫

−

∞

∞−

  

  . في الحالتين متساويةNوعليه فإن قيم   
 يمكن تقديره بالمسافة بين نقطتـين عنـدها         (p)عرض الدالة من الجزء       

2
kxins 3 تختفي.dوهذا يحدث عند :  







=
+=

−=

k
2x

k
2x

0
2

kxsin
D

D
  

D
D

D

4k.
k

4kΔx.Δ

k)
2
u(

2
kΔk,

k
4xΔ

==⇒

=−−==⇒
  .kوهي نتيجة لا تعتمد على  
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  Eigenfunctions and Eigenvalues: الدوال الخاصة والقيم الخاصة
  :لو أخذنا معادلة شرودنجر التي تعتمد على الزمن  

(1)                  t)(x,ψ(x)v
x

t)ψ(x,
2mt

t)(x,ψi 2

22

+
∂

∂
−=

∂
∂ h

h  

  ولحل هذه المعادلة نقصها لمعادلتين نق  









+−=⇒ (x)u

2

22

(x)v
dx

(x)ud
2mdt

(t)dT
(x)ui

(x)uT(t),t)(x,ψ

h
h

  

  u (x) T (t)بالقسمة على 

(x)u
(x)(x)uV)dx/(x)u(a2m)

1(sin

(t)T
(t)dtdTi

22 +
=⇒ h  

وهذا كمية يمكن تحقيقه فقط افتراض أن كلا الطرفين يساوي ثابت والذي             
  Eنسميه 

ET
t
i

Ce(t)TEti-(t)Tlm

EtidtE
i
i1

(E)T
(E)dT(t)TE

dt
(t)Tdi

−
=⇒=

−=−=⇒=⇒ ∫∫

h

hh
h

  

  :والمعادلة الثانية
(u)Eu(x)u(x)v

dx
(x)ud

2m
2

2

2

=+−
h  

 وهـذه  time indgader S-E: معادلة شرودنجر الغير معتمدة على الزمن  
 معادلة هي دالة    t)(x,ψ والتي تصف التغير الزمني للدالة       (1)لمعادلة تفرق عن    ا

ولفهم ماذا يعني هذا الكلام دعنا نعـدد مـرة   . Ligea valu equation. خاصة
  .أخرى لمفهوم المؤثرة

  :يؤثر على دالة ويأخذها لدالة أخرى، مثال على ذلك: بشكل عام مؤثر ما  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


                                       

 - ٨٢ -

[ ]

(x)λf(x)of6.
(x)2fdx/df(x)of5.

dx
(x)fd(x)of4.

1)x(3f(x)of3.
(x)f(x)of2.

x(x)f(x)of1.

3

2

2

2

=
−=





=

+=

=

+=

  

 توجد قاعدة التي f (x)كل هذه الأمثلة تؤثر في الخاصية هي بإعطاء دالة   
  . لناof (x)تحدد 
  .يوجد نوع خاص من المؤثرات يسمى المؤثرات الخطية  
  :وهذه المؤثرات له الخاصية  

[ ] [ ](x)f(x)f(x)f(x)f 2121 ∠+∠=+∠  
  . كرقم موجب اختياريcوبوجود   

f(x)ccf(x)خطية ولها  يوجد مؤثرات عكسية ال:ملاحظة * ∠=∠  
(x)fc(x)cf *  وعليه فإنه في القائمة السابقة فإن المؤثرين الأخيرين همـا           ∠=∠

  .الخطيان
  .المؤثر الخطي سينقل دالة ما لدالة أخرى  

(x)f2
ax
(x)df(x)f −=∠  

 ويمكننا تشبه الدوال كمتجهات في ثلاثة أبعاد وتأثير المؤثرات يكون بنقل            
 ومـؤثر ينقـل   (amitvedre)المتجه لمتجه آخر، ويأخذ المتجه كوحدة   ) تحويل(

 لنقطة أخرى ومؤثر ما يمكن اعتبـاره بقابـل دوران   unit sphereنقطة على 
  .30° بثلاثين zالنقطة حول محور 

AA    : ثلاث حالات   ′→  
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            B′→B  
            CC ′→  
وكذلك النقطة التي علـى     (لاحظ أن النقطة على القطب تنقل على نفسها           

 والـذي  (6 – 4 )وهذه الحالة الخاصة لمثال مؤثر مثل معادلة ) القطب الجنوبي
  :يمكن كتابته كما يلي

(4-10)       (x)uE(x)u EE =H  
يان يؤثر على نوف معين من الدوال       ، مؤثر الهاملتيون  H: منطوق المعادلة   

  .سيعطينا من جديد الدالة التي يؤثر عليها مضروبة في ثابت
 وحل المعادلـة    E ومن المعادلة يعتمد على      eigeulalwهذا الثابت يسمى      

  .Eيعتمد على 
u(x)وحل المعادلة      E   يسمى eigeufaction      الذي يناظر القيمة الخاصة E 
  .Hللمؤثر 
fλ(x)f(x)حل مسألة القيمة الخاصة : مثال =∠  

  :حيث  
(x)fxβ

ax
(x)df

i
(x)f −=∠

h  

axaفي المنطقة      .bouday) الشروط الحدية( ولها شرط الأطراف ≥≥

a)(f(a)f −=  
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  :الحل

[ ] [ ]

Aef

iλλx2
2βi

c)λ
2

x(βifh

axλ)(βi
f
df

(x)λxβi(x)fλ(x)tβi
xd
(x)df

(x)fλ(x)fvβ
xa
(x)fa

i

(x)fλ(x)f

(x)

x

x
2

x

=

+

++=

+=

++=++=

=−

=∠

h

h

h

hh

h

  

  energy eigenvahesة الخاصة  تسمى قيم الطاقHالقيمة الخاصة للمؤثر 
(x)V

2m
oppH

2

+=  

 the Eigenvalne Poeem for aمسألة القيمة الخاصة لجسم في صندوق   

Particle in box.  
Eu(x)u(x)V(x)     (6 – 4)باعتبار 

ax
(x)ua

2m 2

22

=+−
h  

  :حيث

xa
ax0

0x(x)V

<∞=
<<°=

<∞=
  

  :( 6 – 4)من   

xa0
0x0(x)u

<=
<=  

  .( 6 – 4 ) المعادلة V ( x ) = 0 داخل الصندوق حيث  
0(x)u2mE

dx
(x)ud

22

2

=+
h

  

  .، المعادلة تأخذ الشكل E < 0لون أن   
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2
22

2

2 E2m
k,0(x)uK

dx
(x)ud

h
==−  

kxlxالحل العام هو إتحاد خطي من  e,e−  
E,2mEk بقيم إيجابية ⇐   2

2

h
=  

0(x)uk
dx

(x)ud 2
2

2

=+  

  A sin Kx + B con lexالحالة العام 

 u ( 0 ) = 0ولكن لزوم 

  :يحصرنا لاختيار الشرط

.........3,2,1nka

0)(au
kAsin(x)u

==⇐
⇒

=
=

nD

  

  .وعليه فإن قيم الطاقة الخاصة  
3.........2,1,n

2ma
u

2m
uEn 2

22222

===
Dhh  

  .وبإمكاننا اختبار أن الحلول معايرة لو كانت قيمة

a
xsin

a
2)(xu

2laA

n

hD
=

=
  

  .والحلول لها الخاصية  

mnwhem1
mnwhem0

)mn(
m)(nsin

)mn(
m)(nsin

)
a

xm)(n(cos)
a

xm)(n(cos
a
1

a
xmsin

a
χnsin

a
2dx(x)u)(xudx

a

0

a

0
m

*
n

a

0

==
±=

+
+

−
−

−
=







 +

−
−

=

=

∫

∫∫

D

D

D

D

DD

DD
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)234........(..........s(x)u)(xudx m
*
n

a

0

−=∫ mn  

لخاصة المناظرة لقيم خاصة مختلفة تكـون متعامـدة         وهذا يعني أن الدوال ا    * 
ortagoral.  

، يـسمى   (23-4)بدقة، كما هو ظـاهر مـن        . لو أن الدوال الخاصة معايرة    * 
thonormality covelitionشرط التطبيع والتعامد .  

  .eigensalutionsاستنباط بعض المعلومات الفيزيائية من الحلول الخاصة   
 u1 (x)، توصـف بــ   grourdstateطاقة، الحالة الدنيا  الحالة التي لها أقل -1

  .وتقابلها القيمة الخاصة

2

22

1 2ma
E hD

=  

 في فجوة، atesrلاحظ أنه من الميكانيكا التقليدية أن أقل طاقة لجسم ساكن   
0p,0)x(Vله    ولكن نجد في    0=  فإن مجموع طاقة الوضع وطاقة الحركة        ==

هـذا  " للطاقة الدنيا"م أن أقل طاقة قيمتها ليست صفر أي توجد قيمة           ميكانيكا الك 
  . لماذاD≥ΔpΔnمرتبط بمبدأ اللاتحديد 

0p بما أن الحلول حقيقية فإن       -2  قيمـة   R(x) وذلك لأن لأي دالة حقيقيـة        =
∫⇒تخيلية   (x)R

dx
d

l
R(x)dx h    وهذا لا يتفق مع المطلوبxpp  إلا في حالـة     =

0pأن 0p2 من ناحية أخرى فإن= ≠  
2mEp2وبما أنه في داخل الصندوق    =  

n
2 2mEp =  
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 وبازدياد عدد العقد في الحل، فإن هذا يقابل طاقة أعلى كما هو موضح في               -3
 urith caruatureاد بـ الشكل التالي هذا يمكن فهمه وذلك لأن طاقة الحركة تزد

of the solntionsالقيمة المتوقعة لطاقة الحركة .  
 2

2
*

2

xd
(x)ud(x)udx

2m
u ∫=

h  

  
  
  
  
  

  :فرضية الفك
The Expansion Postulate and its physical Interpretation  

 التي تحقق الـشرط الحـدي       x(ψ(نظرية فورير تنص على أن أي دالة          
0)a (ψ and)(0ψ   . يمكن كتابتها=

a
xnsinCu)x(ψ D∑=  

 تتناسـب مـع      ∞∞ Hلــ   ) المميزة(وبما أن الدوال الخاصة       
a

xnsin D 
  : كالتاليUn (x)فبإمكاننا كتابة الدوال الخاصة لـ 

(x)UA(x)ψ nn∑=  
  ؟Anاننا إيجاد ومن شرط التعامد والمعايرة فإنه بإمك
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(x)ψ(x)udxA

SmnA(x)udxA

(x)UA(x)udx(x)ψ(x)udx

*
m

a

0
n

n
*
m

a

0
n

nn
*
m

a

0

*
m

a

0

∫

∑∫∑

∑∫∫

=

==

=

  

  دالته الموجية تعطي بـ . اعتبر جسيم في صندوق/ مثال

ax2
a)

a
x1(A

a/2x0)a/x(A(x)ψ

<<−=

<<=
  

حيث 
a

12A ψdx(x)1 لكي تحقق = 2
a

0

=∫  

   ؟Enاحسب احتمال أن قياس الطاقة يعطينا الدالة الخاصة   
  . في الفكAnنحن نريد حساب   

a
xnsin2(x)ψdx

a

0

D

α∫=nA  

)1)(1(nusinuan
a
24A

a
24A

a
xnsin

α
2

a
xnsin)

a
x(1dx

a
xnsin)

a
x(dx

a
24

a
xnsin)

a
x1A(dx

a
xnsin

a
2

a
xAdxA

a
12A

a
xnsin

α
2(x)ψdxA

n/a

0n

/a

0n

0

a/2

a/2

0

0

a/2

a/2

0n

a

0
n

−−=

=









−+=





 −+=

==

=

∫

∫

∫∫

∫∫

∫

D

DDD

DD

Q

D

D

D

  

N ←   قيمة An ← 0          ،وذلك لوجود الحد الثاني التكامل يمكن حسابه بـسهولة 
       .فقط لقيم فردية
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euenn0

oddn
n
6aA

1)(
πn
1224An

44n

1n
2

=

=

−= +

D

D

  

من خـلال الحـل الـذي       )  أبعاد 3(في حالة وجود جسيم داخل صندوق       / مثال
  .توصلنا إليه في حالة بعد واحد

  
  
  

)
c
n

b

n

a
n

(
2m

)ppp(
2m
1p

2m
1E

c
n

p,
b

n
p,

a
n

p

a
nup

a
nunu

2

2
z

2

2
y

2

2
x

22
2
z

2
y

2
x

2

z
z

y
y

x
x

a

++=++==

===⇒

==⇒=⇒=

hD

DhDhDh

D
hh

D
D

  

  .هذه المعادلة تعطي مستويات الطاقة لجسيم في صندوق جهد في ثلاثة أبعاد

c
zn

sin
b

yn
sin

a
xn

sinCψ xxx hhh
=  

 Eلو عوضنا بهذه المعادلة في معادلة سترودنجر فنتحـصل علـى قـيم                
  .أعلاه

  .( a = b = c)في حالة مكسب   
2

2

22
2
z

2
y

2
x

22

k
2m

)nnn(
2m

E hDhD
=++=  

  . تقابلهاوالدالة الموجبة التي

c
zn

sin
b

yn
sin

a
xn

sinCψ xxx hhh
=  
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هذا يعني أن كل الحالات التي تناظر كل        . n2لاحظ أن الطاقة تعتمد على        
zyالأرقام   n,n,D    ولكن عندما نغير الأرقـام      .  والتي تعطي نفس الطاقةzy n,n,xn 

يات من الطاقـة لهـا       تتغير وعليه فإنه يوجد مستو     Ψ فإن nبدون ما نغير قيمة     
  .degeneracyالعديد من الدوال الموجية وهذا ما يسمى بالتكرار 

          g                  zy n,n,xn      الطاقة  

()1,1,(3E11
3)2,2,2()2,1,(2)1,2,(2E9
2)2,1,1()1,2,(1)1,1,(2E6
1),1,1,(1E3

1

1

1

1

  

  :فرضية الفك
Expansion Postulate and Its physical Interpretation  

 التي تحقق الشروط الحدية      x(ψ(الة  إن نظرية فورير تنص على أن أي د         
canditionsbowdary 0)a (ψ )(0ψ   . يمكن كتابتها بالشكل التالي==⇐

a
xnsinCu)x(ψ D∑=  

 تتناسب مـع   infinite well للبئر اللانهائيHوبما أن الدوال الخاصة لـ   

a
xnsin Dلالة الدوال الخاصة لـ  فبإمكاننا كتابة المعادلة السابقة بدUn (x)  

(x)UA(x)ψ nn∑=  
lntyorthonormesmn(x)u(x)udxوباستخدام علاقة المعايرة    n

*
m

a

0

↔=∫  

  .Anيمكننا إيجاد قيمة 
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(x)ψ(x)udxA

SmnA(x)udxA

(x)UA(x)udx(x)ψ(x)udx

*
m

a

0
n

n
*
m

a

0
n

nn
*
m

a

0

*
m

a

0

∫

∑∫∑

∑∫∫

=

==

=

44 344 21
Smn

nu  

nmif1,sin,(x)ψ(x)udxA *
n

a

0
n ===⇒ ∫  

وكما فعلنا في حالة انتشار الحزمة الموجية الحرة، بإمكاننا حساب التطور   
وبما أن كل من الدوال الخاصة      .  مع الزمن  ψ(x)ه الدالة الاختيارية    الزمني لهذ 

(x)U n         تتطلب دالة اعتماد على الزمن خاصة بها )e( iEnt/h−     بشكل عام يمكننـا ،
  .كتابة

hiEnt/
nn e(x)UA)t(x,ψ −∑= 

مة المتوقعة للطاقة في أي حالة  فبإمكاننا حساب القيAnولتأويل المعاملات   
2mpH/ وبما أن داخل الصندوق      (x)اختيارية   ψ(x)0، وخارج الـصندوق     =2 = 
UE(x)UH(x)وبما أن  nnn =  

2

nn

nn
*

a

0

2

nn

nn
*

a

0
n

nn
*

a

0
n

nn
*

a

0

*
a

0

AA

(B)(x)UA(x)ψdx1

AE

(x)UA(x)ψdxE

(a)(x)UE(x)ψdxA

(x)UAH(x)ψdx(x)Hψ(x)ψdxH

∑∑

∑∫

∑

∫∑

∫∑

∑∫∫

==

=

=

=

=

==

  

2 مع شرط التطبيع يقترح أن (a)المعادلة السابقة 

nA  
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(x)ψ(x)UdxA *
nn ∫=  

 يعطينـا القيمـة     ψ(x)يمكن تأويلها باحتمال أن قياس الطاقة لأي دالـة            
  .Enالخاصة 

  .دالة الموجة. خذ جسم في صندوق: مثال

axa/2)
a
x1(A

a/2x0 (x/a)A(x)ψ

<<−=

<<=
  

حيث    
a

12A ψdx(x)1 وذلك لتحقق    = 2

0

=∫
a     قيـاس   احسب احتمـال أن ال

  . في الفكAnنحن نريد أن نحسب . Enللطاقة يعطينا القيمة الخاصة 





 −+

↑
=

∫∫

∫

a
xnsin)

a
x(1dx

a
xnsin)

a
x(dx24

12

a
xnsin2(x)ψdx

0

a/2

a/2

0

a

0

DD

D

a

a
x

a

An α

  

,duadxبتغيير المتغيرات   
a
xu

D

D
  . للتكامل الأول==

a
xu- D

D    للتكامل الثاني=

)1)((1nusinudn24

(nu)sinuana
a
24An

n
/2

0

−−=

+=

∫

∫ ∫

DD

DD
D

  

An لقيم n لأن الحد الأخير ولقيمة 0 ← مزدوجة n الفردية.  
1)1(

2
1.2

a
24An +−= n

nπ
  

.                  وعليه
neven0

oddn
n

96nA 44

2

=

=⇒
D  
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Momentum Eiglnhetion of the Fremantle  
  :Parityالتماثل 
 وكذلك الدوال الخاصة لجسم (sin kx, cos kx)الدوال الخاصة لجسم حر   

/2/2في صندوق ممتد من  aa →−  

....)..........5,3,1,(n
a

xnc
a
2(x)U

....)..........6,4,2,(n
a
xnsin

a
2(x)U

n

n

==

==

D

D

os
  

xxهذه الدوال إما أن تكون زوجية أو فردية تحت التغيير              لو أخـذنا  →−
 دوال  ψ(x) وكانت القيم الابتدائيـة للحالـة        x=0جسم في صندوق متماثل حول      

  .زوجية
  يجب أن تكون   ψ(x)هذا يعني أن      

a
xncos2(x)ψ D

a
An∑=   حيث أن الجمع 

n),5,3,1..........(....يمتد على     عند وقت آخر تصبح الدالة=
hD iEnt/e

a
xncos2t),(xψ −∑=

a
An  

ونفس الشيء يحدث .  عند أوقات أخرىxوهذه الدالة لا زالت زوجية في        
  .في حالة القيم الأولى الابتدائية تكون فردية

 فإن الفردية والزوجيـة  x = 0حور حول للصندوق المتماثل ومتم: وعليه  
ثوابـت  ) الزوجيـة والفرديـة   (وعليه بأنها   . هي خواص لا تعتمد على الزمن     

  .السرعة
 مؤثر التماثل والذي قاعدتـه أن       p Parihyopenatorفلو استحدثنا مؤثر      
xxيعكس    ψ(x) وهكذا لأي دالة موجبة →−

x)-(ψ(x)ψp =  
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  . ولدالة موجبة زوجية

x)(ψ(x)ψp )()( ++ =  
 .ولدالة فردية

x)(ψ(x)ψp )()( −− −=  
وهاتين المعادلتين هي معادلات ذات قيم خاصة والذي وضحناه هـذا أن              

 بينما الدوال الفردية 1 + لها قيمة خاصة pالدوال الزوجية هي دوال خاصة لـ 
   1-يمة خاصة  لها قpهي دوال خاصة لـ 

(وفي مسألة الجسم في صندوق فإن الدوال          
a
xn(sin,)

a
xn(cos DD   ليست فقط 

 هـي القـيم     ±1 القيم الخاصـة     P بل هي دوال خاصة لـ       Hدوال خاصة لـ    
  .الممكنة فقط

u(x)PU(x). افتراض أننا عندنا   D= بالتأثير بـ Pمرة أخرى .  
)((x)uP(x)UP 22 xuDD ==  

U(x)UP(x)لكن  2   .يجب ألا يغير شيئاً) مرتين( وذلك لأن لانعكاسية الاثنين =
1λ1λ 2  وأي دالة اختيارية يمكننا كتابتها كمجموع لـدوال زوجيـة           ⇒=⇒=±

  .وفردية
[ ] [ ]x)(-ψ(x)ψ

2
1x)(-ψ(x)ψ

2
1(x)ψ −++=  

أن تفك بدلالـة     أي دالة يمكن     ⇐ Hوهذا كما عملنا بالدوال الخاصة لـ         
  .الدوال للمؤثر الجديد

 x = 0جاد لأننا ركزنا الصندوق حـول  " الفردية"و " الزوجية"إن ظهور   
تحـت  ) التنـاظر ( لا شيء سيتغير وستبقى التماثل  a , 0 وإذا كنا وضعناه بين 

إن الدرس المطلوب تعلمه هنا هو أننا بوضع مسألة في . x = a/2الانعكاس عند 
 يجب أن نراعي باهتمام تماثل وتنـاظر الهاملتونيـان، واختيـار            ميكانيكا الكم 
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) تنـاظر (الاحداثيات بطريقة تظهر التماثل بوضوح والحقيقة الهامة هو تماثـل     
هذا ربما أن يرى بوضوح بالسؤال تحت أي حيثيات ستبقى الدالة           . الهاملتونيان

  .الزوجية زوجية عند كل الأزمنة
  One – Dimensional Potential             الجهد ذو البعد الواحد       

هـذه  . في هذا الفصل سوف نحل مسائل بسيطة للحركة في بعـد واحـد     
المسائل ذات أهمية وذلك لأنهـا توضـح بعـض الظـواهر الغيـر تقليديـة                

nonclaesical efpeots     وكذلك لأن العديد من الحـالات الفيزيائيـة هـي فـي 
  .ننا نقيس في ثلاثة أبعادمحصلتها في بعد واحد بالرغم من أ

  :  The Potential step) معاملي النفاذ والانعكاس(عتبة الجهد 
  .بالنظر إلى شكل الموضح  

  
  
  
  
  

0xV
0x0(x)V

0
>=
<=

°

  

  .معادلة شرودنجر
(x)uE(x)u(x)v

dx
(x)ud

2m 2

22

=+−
h  

  :يمكن كتابتها
[ ] 0(x)u(x)v-E2

dx
(x)ud

22

2

=+
h

m  
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  :بكتابة
[ ] 2

2
2

02 K
E2m

,qVE2m
==−

hh
  

0x0)x(Vعند    . فإن الحل العام=←>
ikzikz eRe(x)u −+=  

  : ومقدار الفيض هوxوهذا يقابل فيض يتحرك في الاتجاه الموجب لـ   

[ ]{

[ ] } [ )R(1
m
kR)1(ik2

2im
)ReeR(ik)RR(1ik

)ReeR(ik)RR(1ik
2im

)eR(e)eikRike()eRikiue()eRe(
2im

ψ
x

ψ
x
ψ

(x)ψ
2im

j

2ikx2ikx**

ikx2ikx**

coujngatecomplex

iux*iuxiux*iuxiux2ikxiux*iux

*
*

−=−=−+−−−

−+−














++−−+=

=







∂

∂
−

∂
∂

=

−

−

−−−

hh

h

4444444 84444444 76
h

h

  

 بفيض قدرة    ikxeبإمكاننا أن ننظر لـ       
m
kh  ولو لـم يكـن    .  كموجة ساقطة

 لوجود الجهد   R وعليه نعزي    x كحل لكل قيم     ikxeد بإمكاننا أن نختار     هناك جه 
2R بفيض منعكس قدره ikx-eRهذا الجهد ينشئ الموجة المنعكسة 

m
khلقيم x > 0 

  .بامكاننا أن نكتب الحل
ijxeT(x)U =  

−← في اتجاه    +∞جة قادمة من    ولكن هذا الحد يصف مو       x   ولكـن فـي 
حالة موجة ساقطة من اليسار فإن الموجة الوحيدة على اليمين يمكن أن تكـون              

  . والفيض المقابل لها transmitted wereموجة نافذة 
[ ]iqxiqx*iqxiux-* eT)eTiq()eTiq(eT

2im
j −−−

h  
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ي هذه المسألة فإن قـانون الحفـظ        وبما أنه لا يوجد اعتماد على الزمن ف         
x,j)(0t) البناء(

t
t)(x,P

t
=

∂
∂

+
∂
وعليه فإن الفيض   . x لا تعتمد على     j(x) يعني أن    ∂

  .على الجانب الأيسر يجب أن يساوي الفيض على الجانب الأيمن
22 T

m
i

)R(1
m
k hh

=−⇒  

U(x)U(x) الدالة الموجية يؤدي contiuwityوإن اتصالية    =  

(a) TR10xateTeRe 2ikxiux-iux =+⇒=⇒=+  
 بالرغم من أن الجهـد   x = 0وكذلك فإن ميل الدالة الموجبة متصل عند   

]غير متصل وهذا يتضح بتكامل المعادلة        ]0(x)u(x)VE2m
dx

(x)ud
( 22

2

=−+
h

 −∋ من   
  . رقم موجب فإن∋ حيث +∋إلى 

0(x)u)E(x)(V2mdx
dx
du

dx
ddx)

dx
du()

dx
du( 2 =−==− ∫∫

∈

∈−

∈

∈−
∈−∈ h

  

a)(x8V: ملاحظة الجهد يحتوي على حد مثل        ο  عندئـذ فـإن التكامـل       °−
+−∋للمعادلة من  a إلى ∈+a يعطينا   

(a)uV2m(x)ua)(x8V2m)
dx
du()

dx
du( ο2ο

a

a
2aat °°

∈+

∈−
∈−∈ =−=− ∫ hh

  

  :اتصال التفاضل للجهد في المسألة يعطي

qk
2kT,

qK
qK

R
+

=
+
−

=  

 flected and transmittedننا حساب الفيض المنعكس والنافذ ومن هذا يمك  
feuxes  

(C)
q)(k
q4

m
k)

qk
2k

(
m
q

T
m
qjdTransmitte

)
qk
qk

(
m
k

R
m
kjRefleted

2
22

22

+
=

+
==

+
−

==

hhhh

hh

  

  : لاحظ الآتي  
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جسم يسير فوق جهد فإنه سوف      :  بخلاف الميكانيكا التقليدية والتي طبقاً لها      -١
أما هذا فنلاحظ أن جـزء   . ولكنه لا يمكن أن ينعكس    . يتباطأ وذلك لحفظ الطاقة   

وهذا بالطبع نتيجـة للطبيعـة الموجيـة        . يمات الساقطة انعكس  معين من الجس  
للجسيمات فإن الانعكاس الجزيء للضوء الساقط عند التمـاس بـين وسـطين             

  .فظاهرة معتادة
متحقق أي  ) البقاء(نلاحظ أن قانون الحفظ     ) Cمعادلة  ( من خلال التعبيرات     -٢

  .الفيض على الجانب الأيمن= أن الفيض على الجانب الأيسر 

22

2

2
2

q)(k
4qk

m
k

q)(k
4qk

m
k

q)(k
4k

m
q))

qk
qk((1

m
k

+
=

+

+
=

+
−

−

hh

hh

  

οο22 في حالة    -٣ VEq)VE(2mE2mk >>⇐=−≈=
hh

 فإن النـسبة بـين الفـيض        
2Rοالمنعكس والساقط  ←  

0
qk4
q)k(

JT
JR 2

→
−

=  

وهذه النتيجة تتفق مع الحدس والذي يدل على أنه عند الطاقات الحاليـة               
  .انتشار الموجهفإن وجود عقبة الجهد ما هو إلا تشويه قليل على 

οVE لو أن    -٤ ο)2 في هذه الحالة     > V(E2mq −=
h

 تصبح كمية تخيلية في هـذه       
  . يكون لها x > 0الحالة فإن الحلول 

xqx(iq)i eTeT(x)U −==  
  :في هذه الحالة  

1
qik
qik

qik
qik

qik
qik

qik
qik

RRR
*

*2 =
−

+

+

−
=











+

−











+

−
==  
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xqTeu لأن   وفي هذه الحالة توجد موجة منتشرة عن يمين الجهد            ليست  =−
من (لاحظ  . وهكذا، كما في الميكانيكا التقليدية يكون انعكاس كلي       . موجة راحلة 
  .أن) ناحية أخرى

0
qik

k2
T ≠

+
=  

 إلى داخل المنطقـة     Penetratesوهذا يعني أن جزء من الموجة يخترق          
 الموجات وسنرى بعـد     وظاهرة الاختراق هذه من ظواهر    ) المحرمة(الممنوعة  

والـذي مـن   .  الاختراق من خلال الجهد"tunneling"قليل أن هذه ستسمح بـ  
وفـي  . ناحية الفيزياء التقليدية سيمنع بالكامل الجسيمات ويمنعها من الافتـراق         

 تختفي للحلول j (x)الحقيقة فإنه لا يوجد فيض من الجسيمات لليمين وذلك لأن 
مام أخذ كمية مركبة ظاهرة الانعكاس الكلي رياضياً الحقيقية حتى لو المعامل للأ 

بـين وسـطية لهـا    ) تماس(تكافئ للذي يحدث للضوء عندما يسقط على سطح      
فإن الضوء .  بزاوية أكبر من الزاوية الحرجة(n2 > n1 )معامل انكسار مختلف 

يعاني من انعكاس كلي ولكن سيكون هناك اضمحلال للمجال الكهروميغناطيسي          
  .ترق المنطقة المحرمةالذي يخ

  :The Potential wellبئر الجهد 
  نأخذ الجهد الموضع بـ 

xao
axaV

ax0(x)V

ο

<=

<<−−=
−<=

  

2
ο2

2
2 )V(E2m

q,2mEk
hh

+
==  

  :الحلول  
  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


                                       

 - ١٠٠ -

ikx

iqx-iqx

ikxikx

eT)x(uax
eBeA)x(uaxa-

eRe)x(uax

=⇒<

+=⇒<<

+=⇒−< −

  

) ساقط(وهذه تطابق لفيض قادم       
m
kh         من اليسار وفـيض مـنعكس مـن 

2Rاليمين
m
kh 2 وفيض نافذT

m
kh.  

أما داخل البئر فإنه توجد موجات ذاهبة في كلا الاتجـاهين وذلـك لأن                
  . وطبقاً لقانون حفظ الفيضx=±الانعكاس يحدث من الطرفين عند 

2222 T
m
k)BA(

m
q)R1(

m
k hhh

=−=−  

  .ادلاتوبتطابق الدوال الموجية وتفاضلاتها يعطينا أربع مع  

ikaiqa-iqa

ikaiqa-iqa

iqaiqa-ikaika-

iqa-iqaikaika-

eTikeBAe(iq
eTeBeA

)eBeA(iq)eRe(ik
eBeAeRe

=−

+

−=−

+=+

+

+

  

  وبحل هذه المعادلات  

2qasin)k(qi2qacosq2k
2kqe

2qasin)k(qi2qacosq2k
2qasin)k(qieR

22
2ika

22

22
2ika

+−
=

+−
−

=

−

−

T
  

οVEوفي حالة      q2kkq فإنه لا يوجد عملياً انعكـاس وذلـك لأن    << 22 <<− 
οEوكذلك عندما    ο← فإن النفاذية →

  ت موجبة المعطاة بـ  في حالة الطاقا sin 2 ga = 0في حالة   
وهذا نموذج لما يحدث في .  R = 0لهذه القيم من الطاقة لا يوجد انعكاس   

 بواسـطة غـازات فاعلـة    (eV 0.1 )استطارة الكترونات ذات طاقة منخفضة 
هذه الظـاهرة تـم     . والذي يوجد بها نفاذية عالية غير طبيعية      ) نيون، أرجون (
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 ووصفت بأنه رنين النفاذيـة  Townsend , Ramsauerمشاهدتها أولاً بواسطة 
transmission resonance.  

) وضع فـي الحـسبان    (ولتقديم مناقشة دقيقة فإنه من الضروري إدخال          
اعتبارات ثلاثة وبلغة الموجات، فإن التأثير بسبب التداخل الهدام بين الموجـات    

  x = 0 والموجات المنعكسة مرة واثنين وثلاثـة عنـد   c = - a المنعكسة عند 
h.وشرط الرنين

D

DD nqa2
n
4a

n
2

q
2λ  – Fairy وهذا هو الـذي يـصف   ===⇐=

Perotintenforometeer .وهذا هو شرط عمل جهاز.  
ο(x)V في المعادلة οVأي أن (  سالبة οV بشرط أن E < 0 الحلول في    =  

ο
οV

=

>→= ο  

  خذ). discreteكما سنرى الحلول مجزأة (ستكون   
2

2 K2mE
−=

h
  

  ∞الحلول خارج البئر والتي تكون مقيدة عند   

xaeT)x(u
xaBeeA)x(u
axRee)x(u

xaeC)x(u

axeC)x(u

iux

iqxiqx

ikxikx

kx
2

kx
1

<=

<−+=

−<+=

<=

−<=

−

−+

−

  

وبما أننا نتعامل مع دوال حقيقية فإنه في هذه الحالة من المناسب أن نكتب   
  .الحلول داخل البئر بالشكل

axaqxsinBqxcosA)x(u <<−+=  
ــظ أن    ο)E(V2mqلاح ο2

2 >−=
h

ــك لأن  EVο وذل ــول < ــابق الحل  بتط
axوتفاضلاتها عند الجواب     يعطينا =±
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[ ]

a)qcosBqasin(AqeCk

aqsinBqacosAeC

a)qcosBqasinA(qa)q(cosBqqa)sin(AeCu

aqsinBqacosAeC

ka
2

ka
2

ka
1

ka
1

−=−

+=

+=+=

−=

−

−

−

−

  

  . Kمن هذه المعادلات يمكننا كتابة   

(2)
qaBcosqasinA
qaBcosqasinAq

(1)
qaBcosqasinA
qaBcosqasinAqk

−
+

=

+
−

=
  

وهذا يعني أن الحلـول إمـا           A B = 0 وهاتين المعادلتين معاً تعني أن   
    x ( A = 0 )=  أو فردية   x ( B = 0 )= زوجية 

  .والدوال تقريباً شكلها الموضح في الشكل
  
  
  
  
  
  

    
تكون زوجية والـشروط    ) التي ليس لها عقد    (groudstateوالحالة الدنيا   

  .التي تحدد الطاقة
   (1)من المعادلة 

qatamqK ( B = 0)حلول زوجية      =  
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  (2)من المعادلة 
qatamqK ( A = 0)حلول زوجية      =  

  .دعنا نختبر هذه الحلول منفصلة
(a)الحلول الزوجية :  

2استخدم الرمز   

2
ο aV2m

λ
h

  )تتناسب مع عمق البئر(  =

      aqy=     )تتناسب مع عرض البئر(  
 discete serوهذه تتمثل فئة متقطعة . إن نقاط التقاطع تحدد القيم الخاصة   

 فإن المنحنيات للمعادلة λوكلما كبرت قيمة 
y

yλ   . تمضي−2

عندما يزداد عمق الجهد أو يستعرض فإنه يوجد المزيد من الحالات           : أي  
 λ والشكل يبين كذلك أنه لا يهم كم تكون قيمة           lundstates) المقيدة(المربوطة  

وهذا أمر يميز الجهد . صغيرة فإنه سيكون دائماً على الأقل حالة مربوطة واحدة   
 في بعد واحد وليس صحيحاً في ثلاثة أبعاد والذي يـسلك            ttractiuepotالجاذب  

 فإن القـيم الخاصـة      λوكلما كبرت   ). ستنافس فيما بعد  (سلوك الحلول الفردية    
  . وبنقاط التقاطع المعطاة بالمعادلةλلمسافة في تؤول وتصبح متساوية ا

..........2,1,0,n,)
2
1(nyqa =+== D         وهذا هو شرط القيم الخاصـة للحلـول 

  .الزوجية لصندوق ما لا نهاية متمركز حول النقطة الأصل
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Figure 5-11. Location of discrete eigenvalues for even solutions in 
square well. The rising curves represent tan y; the falling curves are 

yy /2−λ  for different values of λ  

(b)هنا سيكون شرط القيمة الخاصة:  الحلول الفردية.  

ycos
y
yλ 2

−=
−  

y(وبما أن     
2

(cory +=−
D  الرسمة أعلاه ولكـن   فإن الرسمة التالية تبدو مثل

 متزحزحة بمقدار    tanمنحنيات  
2
D    وكلما كبرت λ      فإنها تسلك بنفس الطريقـة 

(ولكن معادلة 
2
1n(y n,ny,3,2,1................. ستستبدل بـ =+ == D  
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Figure 5-12. Location of discrete eigenvalues for odd solutions in 
square well. The rising curves represent – cot y; the falling curves are 

yy /2−λ  for different values of λ  Note that thee is no eigenvalue for 
2)2/(πλ <  

ο .وعلى عكس الحلول الزوجية فإنه سيكون تقاطع لـون أن   
4

λ
2

>−
D 

2.40انظر إلى الشكل أعلاه، ولاحظ أن تقاطع يحدث عندما 
4

λ
2

=>
D  

 وعليـه  x = 0عند ) تتلاشى(من الشكل نلاحظ أن الحلول الفردية تختفي   
فإن مسألة الحالات المقيدة للحلول الفردية ستكون هي نفسها عندما يكون لها بئر  

  .الجهد هو الموضح في الشكل التالي
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οU)(0) عند هذا الجهد(لك لأن الشرط وذ     . سيكون صحيح=
ومن الحسابات التفصيلية فإنه يمكننا تأكيد الفهم العام للسبب في الحصول             

هذه القيم تظهر وذلك لأن الدالة الموجبة يجـب         ). غير متصلة (على قيم خاصة    
  .∞أن تتلاشى عند 

  The Potential Barrier) لاختراق النفقيا(حاجز الجهد 
  :خذ الجهد كالتالي

xao
axaV

ax0(x)V

ο

<=

<<−−=
−<=

  

  
  
  
  

οVEولعنا نحصر المناقشة للطاقات بحيث          أي أنها الطاقـات التـي لا     >
  .تسمح باختراق الحاجز طبقاً للميكانيكا التقليدية

  .للمعادلة) الحلول(داخل الحاجز 

)E-V(2mK

0(x)uK
dx

(x)ud

0(x)u)VE(2m
dx

(x)ud

ο2
2

2
2

2

ο22

2

h

4434421h

=

=−

=−+

  

  .الحل العام

axBeeA)x(U kxkx <+= −  
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V(E(أي أنه توجد نفاذية بالرغم من أن الطاقة أقل من قمـة الحـاجز             ο< 
وهذه ظاهرة موجية وفي ميكانيكا الكم نفس الظاهرة تلاحظ من الجسيمات هذه            

  .هي ظاهرة الاختراق النفقي لجسيم خلال حاجز عادة ما تلاحظه
إن دالة الموجة لا تتلاشى داخل الحاجز كما يعني احتمال وجود الجـسم               

  ولكن كيف يمكن أن لهذا معنى؟. بطاقة سالبة
  .لو نظرنا لمبدأ اللاتعيين لتسعفنا من التناقض مع الميكانيكا التقليدية  
  إن تجربة دراسة الجسم داخل حاجز الجهد يجب أن تحيزه بدقة قدرها   

2axΔ <<  
ستنقل لكمية الحركـة للجـسيم بعـدم تحديـد          ) القياسات(وهذه التجربة     
 .تكررها

2a
pΔ h

 وهذا يقابله انتقال للطاقة قـدره        <<
8ma

EΔ
2h

 ولمـشاهدة   <<
οVEطاقة حركة سالبة، فإن هذا اللاتعيين يجب أن يكون أقل بكثيـر مـن                − 

2أن بحيث 

222

8ma
E

2m
k hh

>>>>  

وبشكل عام فإن الحواجز التي تحدث في الظواهر الفيزيائية الحقيقيـة لا              
تكون مربعة، ولمناقشة بعض التطبيقات يجب أولاً أن نستنتج تعبيرات تقريبيـة           

 خلال حواجز جهد غير منتظمة والطريقة لعمل هذا مـع           2Tلمعامل النفاذية   
ار أنه لا توجد حلول دقيقة لمعظم أشكال الجهد هو عـن طريقـة تقريـب           اعتب

Wentzel- kreners – Birllouin (WKB) بملاحظة المعادلة   
4ka

2

22

2 e
uK

4kuT −









+
≈  

وبكتابـة  . والتي تتكون من حدين، فإن الحد الثاني هو المهيمن والغالـب            
  .itsholdbe4المعادلة مع الشكل 
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22

2

(ua)(ka)
(ua)(ka)2

2lm(2a)2uTlm
+

+=
321

  

على الحد الثاني   ) المهيمن(تحت كل الحيثيات فإن الحد الأول هو الغالب           
 والطريقة التي سنتبعها هي معالجة حاجز منحنى كحواجز مربعة          Kaلأي قيمة   
 وبما أن معاملات النفاذية مضروبة عندما تكون صغيرة     uxtapositionمتجاورة  

كـل شـريحة تكـون      وعندما يكون معظم الفيض منعكس، فإن النفاذية ضرب         
  .مستقلة فإن هذا قليل الاحتمال

[ ]E(x)V2mdx2~

kΔx2~

Tlm~Tlm

2
barier

22

−−

><−

∫

∑
∑

h

  

  . لذلك الحاجزk هو متوسط قيمة u هو العرض ∆xحيث   
لاحظ أن هذا التعبير فيه تقريب كبير لسببين خاصة عند نقطة الانعطاف              

 هي دالة متغيرة ببطئ     V(x) المهم أن يكون     ومن. حيث الطاقة والجهد يتساويان   
 وإلا فإن تقريب الجهد المنحنى مربعات متراصة يكون ممكنناً لو كانـت             xفي  

هذه المربعات ضيقة جداً وعندها كذلك المعادلة     






 ku4~T   هو تقريب غير 2
  .ولكن من المناسب كتابة. جيد

E)(x)(V2)2(2m/dx22 e~T
−− ∫ h          حيث أن التكامل يكون على المنطقة التي فيها يكـون

  .الجذر التربيعي حقيقي
  Tunneling Phenomenaالتأثير النفقي 

تعتبر هذه الظاهرة شائعة في الفيزياء الذرية والنووية وسـوف ننـاقش              
  .أمثلة

  .Cold Emissionالبارد ) الالكتروني(الانبعاث   
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الالكترونات مقيدة داخل المعدن بواسطة إن هذه  . خذ الكترونات في معدن     
جهد والذي كتقريب أولي، يمكن وصفه بصندوق ذو عمق محدد كما هو موضح     

  .بالشكل
  
  
  

    
لاحظ أن مستويات الطاقة للالكترونات قريبة جداً من بعضها وذلـك لأن            

  .الصندوق عريض جداً
فـي  أنها تترتـب    ) والتي توصف بمبدأ بالولي   (من خواض الإلكترونات      

مستويات الطاقة بحيث أنه لا يوجد أكثر من الكترونين يمكن أن يشغلها مستوى             
وهكذا فأقل حالة للطاقة في المعدن، كل المستويات        . واحد من مستويات الطاقة   

والتي تعتمـد علـى كثافـة       (إلى حد مستوى طاقة يسمى مستوى طاقة فيرسي         
 الصفر المطلـق فـإن      وعند درجة حرارة أعلى من    . تكون معبأة ) الإلكترونات

الفرق بـين مـستوى     . بعض هذه الالكترونات تكون حرارية مهيجة لمستويات      
الإلكترونات يمكـن  . طاقة هو الذي يلزم لاحضار الكترون للخارج، دالة الشغل   

كذلك . وإما بالحرارة) كما في التأثير الكهروضوئي(إزالتها بإعطائها بالفوتونات 
إن الانبعاث الإلكترونـي    . ا بمجال كهربائي خارجي   يمكننا إزالتها بالتأثير عليه   

البارد يحدث نتيجة تأثير مجال كهربائي خارجي والذي بدوره يغير الجهد الذي            
W xεeωيرى بالكترونات أي يتغير الجهد        في هذه الحالة فإن هذا هو الجهد  −←

}الذي تراه الإلكترونات وهذا يكـافئ الفـرق          }E(x)V فلـو أن   ) bالـشكل    (−
  .الالكترون عند القمة للبحر من المستويات في هذه الحالة فإن معامل النفاذية
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B
2
3
Bx)(ABx)(Adx

e~T

2
3

2
1

)xεeV(
2

2mdx
a

0
2

2

+
=+

∫

∫

−−
h

  

]

)
eε
w(2

2mw
3
4

22

2
3

w/eε
ο

2
3

2
1

2

2
1

2

W/eε

ο

eeT

3eε
2w2m

eε
2
3
eεεx(ω2meεεxw(2mdx

h

h

hh

−
− ==⇒

=

−

−






=



 −∫

  

  Fowler – Nordheimوهذا هو قانون   
 Scanning Tunneling Micros cepeومن تطبيقات الانبعاث البارد هو   

STM  اة تعتمد على الحساسية العالية جداً للمسافة في الانبعاث البارد          وهذه الأد .
إن تيار الإلكترونات المحث بجهد كهربائي خارجي للفرق في الجهـد سـطح             
المعدن ونهاية إبرة حادة فوق سطح يتغير أسياً بالمسافة بين الإبـرة والـسطح              

  وهذا يسمح بالحصول على معلومات منفصلة عن توبوجرافية السطح
 لدراسة أسطح المعادن وبعض الموصلات وقد       STMوهذا قد تم استخدام       

  .تم حديثاً نقل ذرات وجزيئات على الأسطح وذلك بتخزينها
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  .Tunneling in superconductorsالتأثير النفقي في المواد فائقة التوصيل 
  The Harmonic Oscillatorالمتذبذب التوافقي البسيط                     

في هذا المثال سنجد أن المعادلة التفاضلية المطلوب حلها تختلـف عـن               
  .الأمثلة السابقة وأحد أسباب مناقشة هذه المسألة هو تعلم حل مثل هذه المسائل

  .الهاملتونيان التقليدي له الشكل

p.EE.k 

(1)kx
2
1

2m
pH 2

2

==

+=  

  .وعليه فإن معادلة القيمة الخاصة  
(2)E.u(x)xk

2
1

dx
(x)ud

2m
2

2

22

h
h

+  

 بتعريف تردد المتذبذب وكتابة الطاقة على الشكل (3)
m
kωmωk 2 =⇐=  

)4(
ω
E2

h
=∈  

xy وتغيير المتغيرات (5)
h

ωm
=  

{

)6(0)(0)(1

02)(

02)(

2
2

2
2

2

2

2

2

2

2

2
2

2

22

2

2

=−∈+⇒=−∈+

=



















−

=+−

←

uy
dy

uduy
dx

ud
m

uExmm
dx

xud

umEuxm
dx

xud

y

h

h321hh

hh

ω

ω
ωω

ω

  

  .كل الكميات هنا بدون وحدات
  . حلول هذه المعادلة هي الدوال الذائبة

)(
2

2
3

yH
n

eu nn

y

n
D

−

=  
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)( حيث   yH nتعرف بكثيرات محدودة .  

2
3

2
2

1

0

8(y)H

24(y)H

2(y)H
1(y)H

y

y

y

=

−=

=

=

  

  .ثم عند الصفر) أولاً(النظر للحلول عند ما لا نهاية   
 فإن الحد الـذي  2y→∞، عندما E. eijenvalne) ذاتية(ولأي قيمة خاصة   

 تحقـق  asymptotically u (y)ولهذا السبب يتطلب أن .  يعبر مهمولEيتضمن 
  .المعادلة

(7)0(y)uy
yd

(y)ud
ο

2
2

ο
2

=−  

بالضرب في   
dy

du
2 οيمكننا من كتابة المعادلة بالشكل .  

(8)0)(u
yd

dy)
yd

ud
(

yd
d 2

0
22ο =−  

  .أو ما يكافؤها  
)9(uy2uy)

yd
ud

(
yd

d 2
0

22
0

22ο −=







−  

ولو أهملنا الحد على الجانب الأيمن من المعادلة فإنه سيسر الحل وبتكامل         
  .ادلةالمع

2
122ο

2
0

22ο2
0

22ο

)(
yd

ud

Cuy)
yd

ud
(0uy)

yd
ud

(
yd

d

οuyC +=

=−⇒=







−

  

,)(بما أن كلاً من       
yd

ud ο yuο
  ، فإن هذا يحـتم أن     ∞ يجب أن تتلاشى عن      

 C = 0وهكذا .  
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)10(
u
ud

yd
ud

ο

οο dyyyu ∫∫ ±=±= ο
  

  .، هي∞الحلول المتبدلة عند   
2

2y

ο e(y)U −
=  

2y2ختبار أن بإمكاننا الآن ا  
ο 2yeU2y    كمية مهملة مقارنة بـ =−

2y32y22
ο

2 ey4~)e(y
dy
d)U(y

dy
d −− −=  

  . كبيرةyوذلك باعتبار قيمة   
   بحيث أنh(y)الآن سنستحدث دالة جديدة   

2)........(1..........e(y)h)y(U 2
2

y−=  
  .وعليه فإن المعادلة التفاضلية تصبح  

...(13)..........0(y)h1)(
dy

(y)dh2y
dy

(y)hd
2

2

=−∈+−  

معادلة لا يبدو بسيطاً، ولكننا ناقشنا السلوك عند مـا لا نهايـة،             وشكل ال   
دعنا نحاول كتابة الحل علـى شـكل   . y = 0والآن نريد أن ننظر للسلوك عند 

  .Power series expansion. مفكوك سلسلة القوة
4)........(1..........ya)(yh m

m
0m

∑
∞

=

=  

0ya)1(am2ya1)-(mm m
m

0m

1

mam
0m

m
0m

2-m
m

0m
=−∈+− ∑∑∑

∞

=

−

∑
∞

=

∞

=

∞

=

m

my

yy
44 344 21

  

  .فقط myبأخذ معاملات 

0a1)(a1)(m2a1)(m2)(m mm2m =−∈++−++ +  
)15(...............a1)-2m(a1)(m2)(m m2m +∈=++ +  
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01نا رف إذا عmaوهذه هي المعادلة الاستطراد للحصول على    ,a a.  
 
 
 
 
 
 
 

  
 

N(m( كبيرة m، نجد أن عندما تكون ∋ولقيم اختيارية    >  

mm a
m
2~2a +  

  وهذا ). باختيار الحلول الزوجية(وهذا يعني أن الحلول تقريباً   

aliny)(atolyromi)y(h =  








+

++
+

+
+++ +++ ..........y

)4(N)2(NN
2y

)2(NN
2y

N
2ya 6N

3
4N

2
2NN

N  

  وبالتبسيط  
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)(y
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2
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)(y!)1
2
N(ya

1
2
N

22
N21

2
N

2
2

N  

2kNباختيار      .فإن المتسلسلة تأخذ الشكل) للملائمة (=












+

+
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−
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+−
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!1)(k

)(y
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!1)(k
)(y!)1(ky

1k2k21k2
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−
++++−−=

−

!2)(k
)(y..................

!2
)(y1{!)1(ky

1k222
22y2 ye  

x y2ثابت + وهذا شكل متعدد الحدود    ey  
2وبالتعويض هذه المعادلة في المعادلة   

2ye)(yh)(y4 −=  
 والحل المقبول يمكن أن يوجد      ∞فإننا سنتحصل على حل لا يتلاشى عند          

  .ي، أي أن لو أنلو أن معادلة الاستطراد تنته
0a12Na)2N()1N( n

0
2n =+∈−=++

=

+ 43421
  

12N
w

2E
(17)12N

+=

+=∈⇒

h

  

  :والنتائج هي
متساوية المسافات من المعادلـة     ) غير متصلة ( أنه يوجد قيم ذاتية منفصلة       -1

  . يمكننا الحصول على المعادلة التالية(17) والمعادلة (4)
(18)w)

2
1(n)1(2mw

2
1E hh +=+=  

  .لإشعاع لPlanckوهذه قريبة من معادلة   
w)

2
1(nE h+=  

 Hn(y) ما عدا ثوابت المعايرة، فإن متعدد الحدود هو متعدد الحدود الهيرميتي     -2
  .والذي يمكن إيجاد خواصه بسهولة في أي كتاب في الفيزياء الرياضية

  :ولو قصرنا أنفسنا للخواص التالية منها  
(y)Hnلمعادلة التفاضلية تحقق ا.  

12تحت شرط    +=∈ n  
0(y)2nH

dy
(y)dH

2y
dy

)(yHd
n

n
2

n
2

=+−  
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   ecussionedationsوهذه تحقق العلاقات الاستطرادية التالية 

0H2nH2y
dy

dH
H

0H2nH2yH

nn
n

1n

1nn1n

=+−+

=+−

+

−+  

2z2zyوكذلك                     
n

n
n

e
!n

Z(y)H −=∑  

2yو                           
n

n2yn
n e

dy
de1)((y)H −−=  

  والتطبيع لكثيرات حدود هيرميت يكون بحيث  
Dn!d(y)Hedy n2

n

2y =−
∞

∞−
∫  

  .هذه قائمة ببعض عديدات حدود هيرميت  

yyy

yy

yy

y

y

12916032(y)H

124861(y)H

128(y)H

24(y)H

2(y)H
1(y)H

35
5

24
4

2
3

2
2

1

0

+−=

+−=

−=

−=

=

=

  

  )الخاصة(ومعادلات القيم الذاتية   

e
*

2e
*2

22
e

*2

n2n
2

22
n

2

u2mEnuxmk
dx

ud
و

u2mEnuxmk
dx

ud

hh

hh

−=

−=

  

eوعند ضرب     
*u   و nu  سابقتين على التوالي، المعادلة الثانية      بالمعادلتين ال

  .من الأولىتطرح 

n
*
xnx2x

*
x*

x uu)E(E2mu
dx

du
dx

dunu
dx
d

−=









−

h
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 فإن الجانـب الأيـسر      +∞←−∞ من   xوبتكامل هذه المعادلة على       
  . وهكذاx=±∞يتلاشى، بما أن المعادلات الخاصة وتفاضلاتها تتلاشى عند 

( ) 0(x)u(x)udxEE n
*
enx =− ∫

∞

∞−

  

neوالذي يعني أن الدوال الخاصة التي لها    EE   . هي متعامدة±
( المعادلة   -3

2
1(nwE +=h            توضح أن أقل حالة لها طاقة وهذه هي طاقة نقطـة 

  .Zero – point evergyالصفر 
إنها . إن وجودها هو تأثير كمي بحت، ويمكن تأويله بدلالة مبدأ اللاتعيين            

اقة نقطة الصفر المسئولة عن الحقيقة أن الهيليوم لا يتجمـد عنـد درجـات               ط
  الحرارة القليلة، ولكنه يبقى في الحالة السائلة حتى درجات حـرارة مقـدارها            

10-3k    والذي . التردد لها يكون كبيراً للذرات الخفيفة     .  وذلك عند الضغط العادي
إنه كذلك يعتمد   . مثل الهيليوم هو السبب في أن النيتروجين لا يظهر هذا التأثير          

على الخواص التفضيلية للقوى الفاعلة بين الجزيئات والتي تشرح السبب في أن            
  .الهيدروجين يتجمد
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  ):الميكانيكا الموجية(البناء العام لميكانيكا الكم 
 التي ذكرت آنفاً فـي      سنتعرض في هذا الفصل لدراسة المبادئ الأساسية        

ئل الفيزيائية من هذه نظرية المفكوك ومعناها الفيزيـائي         سياق حل بعض المسا   
وسنقدم ترميز ديـراك    . في المؤثرات متجهات الحالة، التكرار والنهاية التقليدية      

  .باختصار
  :الدوال الخاصة والقيم الخاصة  
  "مؤثر الهاملتونيان"  
إن حالة أي نظام فيزيائي يوصف بالدالة الموجية والتي تحتوي على كل              
إن الدالة الموجية تعتمد على الزمن، وتطورها مـع         . لومات عن هذا النظام   المع

  :الزمن يعطي بـ
(1)t)(x,ψHt)(x,ψ

xt
i =

∂
h  

، الهاملتونيان والـذي يلعـب دوراً       Hإن الدالة الموجية آثرنا عليا بمؤثر         
  . له الشكلV لنظام من جسم واحد في جهد Hالمؤثر . كبيراً في ميكانيكا الكم

(x)V
2m

p
H

2
sp +=  

) ١( ليس لها اعتماد واضح على الزمن فإن المعادلـة  V (x)وإذا كانت   
  :يمكن حلها بـ

hEt/
E e(x)ut)(x,ψ −=  

  :حيث  

(x)uE(x)uH EE =  
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u(x)إن حلول هذه المعادلة      E       هي الدوال الخاصة للهاملتونيان و E     هـي القـيم 
  .Hسنذكر على خاصيتن مهمتين للدوال الخاصة لـ الخاصة وفي هذا الفصل 

تكـون  ) Eأي قيم مختلفة لـ     ( الدوال الخاصة المطابقة لقيم خاصة مختلفة        -1
  :هذه الدوال متعامدة أي

EE0(x)u(x)udx
E

*
E

′≠=
′∫  

 تكـون  ψ(x) دالة اختيارية    – أي أن    – إن الدوال الخاصة تكون فئة الهاملة        -2
  .التكامل لكيمربعة 

)6(ψ(x)(x)ψdx * ∞<∫  
  . بدلالة القيم الخاصة للهامتلونيانexpanded) أو تفك(يمكن أن تمد   

(7)(x)uC(x)ψ EE
E
∑=  

كما فـي حالـة المتذبـذب       ) مجزأ( يمكن أن يكون منفصل      Hإن طيف     
V0(x)ولو أن الجهد    . التوافقي ، فإن القيم الخاصة يمكـن أن       ∞←x عندما   ←

  .تكون منفصلة وكذلك متصلة
  : يمكن تعويضها بـ(7)وإن المعادلة   

(8)(x)u(p)Cdp(x)uC(x)ψ pnn
n

∫∑ +=  

إن الدوال الخاصة يمكن أن تضرب بثوابت بحيـث أن تـصبح معـايرة        
  .وشروط المعايرة المتعامدة

mnn
*
m (x)u(x)udx δ=∫  

2)(1δ(x)u(x)udx p
*
p −=∫  

0(x)u(x)udx p
*
m =∫  
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 يمكن تحديدها بملاحظة أن كل دالة خاصة لهـا    t)(x,ψإن الدالة الموجية      
  :اعتماد ستحصل على الزمن يعطي بـ

hh

h

h

t/2m2ipiEt/
EE

E

iEt/
EE

E

iEt/
EE

e(x)uC(p)dpe(x)uCt)(x,ψ

e(x)uCt)(x,ψ

e(x)u)t(x,u

−−

−

−

∫∑

∑

=

=

⇒

=

  

  O These Obseruobeas: مشاهدات أخرى  
إن الطاقة هي واحدة من المشاهدات لنظام مشاهدات أخرى كمية الحركة             
  ).الفصل التالي(اقش كمية الحركة الزاوية سنن

  .مؤثر كمية الحركة: معادلة
(x)up(x)u

dx
d

i
(x)up pppop ==

h 

)aconitum  )pالدوال الخاصة تكـون اتـصال       والـدوال  −∞>>∞
  .الخاصة تأخذ الشكل

h

hD

ipx/
p e

2
1(x)u =  

  .والدوال الخاصة تكون فئة عيارية متعامدة  
)p(pδ(x)u(x)udx 212p

*

1p −=∫
∞+

∞−

  

  .إن مؤثر كمية الحركة مثل الهامليتونيان له قيم خاصة حقيقية  
ولأن . إن المؤثرات، التي لها قيم خاصة حقيقية، تسمى مؤثرات هيرميتان  

كل المؤثرات الفيزيائية تشترط في هذه الصفة، فلهذا السبب توصف بمـؤثرات            
  .هيرميتية
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  :نظرية المفكوك وتماثلها مع المتجهات
، سيكون هناك دوال خاصة تطابق      Aر اختياري والذي يرمز له بـ       لمؤث  

  .aلقيم خاصة حقيقية 

(x)ua(x)uA aa =  
  :والدوال الخاصة تشكل فئة متعامدة ويمكن أن تصبح معايرة بحيث  

21a2
*
a1 ,δa(x)u(x)udx a=∫  

u(x)والدوال الخاصة    aدد به لأن تكون فئة كاملة والتي يمكن أن تح(x)u a  
(x)uCψ(x) aa

a
∑= 

  :من شرط المعايرة والتعامد  
(x)ψ(x)udxC *

aa ∫=  
  :تفسير معاملات الفك  
  :Caأن تفسير   
 (x)لو هناك مؤثر تم قياسه لتجمع من الأنظمة كل منها يوصـف بدالـة                 

  .والتي تكون معايرة للوحدة بحيث
1(x)ψ(x)ψdx * =∫  

  :عندئذ  
  .a نتيجة أي قياس معطى يمكن أن يكون فقط واحدة من القيمة الخاصة -1
2 أن توجد هو a احتمال أن القيمة الخاصة -2

aC  
 لنظام يكون لها واحد     A وكمقتضى لهذا التأويل فإن احتمال أن قيمة المؤثر          -3

  .unityمن القيمة الخاصة هو 
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1C
2

a =∑
a

  

  :وهذا ينتج من  

a
*
a

a

*
a

*
a

a

*

CC

(x)ψ(x)uCdx(x)ψ(x)ψdx1

∑

∑∫∫
=









==  

  :وهذه المعادلة تعطى التالي  

y)(xδ(x)u(y)u

1(x)u(y)u(x)ψ(y)ψdydx

(y)ψ(y)udy(x)ψ(x)udxCC

*
aa

a

*
aa

a

*

*
a

*
a

a

*
aa

a

−=⇒

==

=

∑

∑∫∫

∫∫∑∑
  

إن هذه الخاصية للدوال الخاصة توصف بـ العلاقة الكاملة  وهي مطابقة          
  .لمنطوق نظرية المفكوك
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                        The Vector Space Analogyضاء المتجه فالتناظر مع   
  :operators and observablesالمؤثرات والكميات المشاهدة    
 متجه إلى متجـه  transformsالمتجهات، المؤثر يحول  ) فضاء(في فراغ     

  .آخر إن المؤثرات الخطية لها الخاصية

( ) (x)ψAα(x)ψAα(x)ψα(x)ψαA 22112211 +=+  
ولو كانت هذه المؤثرات تمثل كميات مشاهدة، فإنهـا يجـب أن تكـون                
  .وللمؤثر الهيرميتي. ميتيةهير

0AAAA ** =−=  
  ψأي أنه للحالة   

( ) (a)(x)ψ(x)ψAdx(x)Aψ(x)ψdx ** ∫∫ =  
  من هذا ينتج أن للمؤثرات الهيرميتية  

( ) (b)ψφAdxAψφdx ** ∫∫ =  
  φ,ψولأي زوج من الدوال   
  .ولإثبات هذا، خذ  

(x)ψλ(x)φ(x)ψ +=  
  : أن(a) هو ثابت مركب، عندئذ ينتج من المعادلة λحيث   

AφψλAψφAdxφdxλ  

AψψdxλφAφdx 

ψ)λ(φA)ψλ(φdxψA(x)ψdx

****

*2*

****

∫∫
∫∫

∫∫

++

+=

++=
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  المرافق لهذا هو  
[ ] [ ]

ψ(AφAdxλφ(AψAdxλψ(AψAdxλφ(AφAdx

)ψλ(φλψ)(φAdxψ(AψAdx
****2*

**

∫∫∫∫
∫∫

+++=

++=  

 والحـدين  (c) , (d)والمؤثر هيرميت، الجوانب اليسرى من المعـادلتين    
λλوبما أن   . الأولين متساويين  بإمكاننا تساوي  ) هي مركبة ( معاملات مستقلة    *,

  معاملاتهم بانفصال، وينتج لنا المعادلة
 غير هيرميتي، فبإمكاننـا تعريـف المـؤثر المرافـق           Aولو أن مؤثر      

 +hermitian conjugatioput Aالهيرميتي 

⊗⊗= ∫∫ + ψAdxφψ(AφAdx **  
  .وذلك لأي زوج من الدوال الموجية  
=+ لاحظ أن للمؤثر الهيرميتي ⊗  AA 

] المؤثرات التبادلية ⊗  ] 0B,A =    
+++ للمؤثرات الهيرميتية ⊗   = AB)AB(  
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  منيللنظرية الكمية والاعتماد الز) التقليدية(النهاية الكلاسيكية 
Time Dependence The classical limit of Quantum theory  

من الأسئلة المهمة التي نحن بصددها الآن هي النهاية التقليدية للنظريـة              
ولمناقشة هذه المسألة، فإننا نبدأ بدراسة التطور الزمني للقيم المتوقعـة           . الكمية

 ـ       . للمؤثرات المتغيرة مع الزمن    زمن وذلـك لأن    منها يمكن أن تتغيـر مـع ال
m/ptαالمؤثرات لها اعتماد واضح على الزمن، على سبيل المثال، المـؤثر             + ،

وإنه يتغير مع الزمن، وذلك لأن القيمة المتوقعة تؤخذ بالنسبة للدالـة الموجيـة         
  .لو كتبنا. التي بنفسها تتغير مع الزمن

dxt),(xψAt)(x,ψA *
t ∫=  

  :عندئذ  

[ ]
t

t

*dx*

t

*dx
*

t

*
*

*
t

A,Hi
t
A

t)dx(x,AHψt)(x,ψit)(x,ψAHt)(x,ψi
t
A

t)(x,ψH
i
1At)(x,ψt)(x,ψAt)(x,ψH

i
1

t
A

di
t

t)ψ(x,A)t,(xψdx)t,(xψA
t

t)(x,ψ

dxt),(xψ
t
At)(x,ψA

dt
d

h

hh

hh

+
∂
∂

=

−++
∂
∂

=







+






+

∂
∂

=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=

∫∫

∫∫

∫∫

∫

  

  0=  غير معتمد على الزمن بوضوح حينئذ Aنلاحظ أنه إذا كان المؤثر   

[ ]
tt

A,HiA
dt
d

dt
dA0

dt
dA

h
=⇒

==⇒
  

  .، فإن القيمة المتوقعة تكون دائماً ثابتHوإذا كان المؤثر تبادلي مع   
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. وعليه فبإمكاننا أن نقول أن القيمة القياسية المشاهدة هي ثابت للحركـة             
و واحد من الفئات الكاملة للمشاهدات المتبادلة، عندئذ كل         ولو أن الهاملتونيان ه   

  .المؤثرات تكون ثابت في الحركة
  :خذ    

pA)2(
xA)1(

=
=  

  : أولاً  
[ ]









+=

=

χ,(x)v
2m
pi

x,Hix
dt
d

2

h

h  

  χ تتبادل مع أي دالة في χ ًأي مثلا ، v (x).  
[ ]
[ ]
[ ] [ ] [ ]

p
i

2

pχ,pχ,ppχ,p
?χ,p
0χ,(x)V

2

2

h
=

+=

=⇒

=

  

(a)
m
p

m2
pt

i
2.iχ

dt
d

=
/

/
/
/

/
/

=⇒
h

  

  :ثانياً  
[ ]









+=

=

p,(x)v
2m
pi

p,Hip
dt
d

2

h

h  

 P تتبادل مع أي دالة في p  
[ ] [ ](x)V,pip,(x)Vi

hh
−==⇒  
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]                        لحساب ] ?(x)V,p  
[ ]

( )

[ ]
dx

dV(x)
i

(x)V,p

xψ.
dx

dV(x)
i

dx
(x)dψ(x)V

idx
dV(x)(x)ψ

idx
x)(dψ(x)V

i

(x)ψ
dx
d(x)V

i
(x)ψ(x)V

dx
d

i
(x)ψP(x)V(x)ψ(x)pV

h

h

hhh

hh

=⇒

=

−+=

−=−

  

  :وعليه  
(b)

dx
(x)dV

dx
(x)dV

i
.ip

dt
d

tt

−=
/

/
−=

h

h
  

  ( a ) , ( b )باتحاد   

t
t2

2

t2

2

t

dx
(x)dVχ

dt
dm

dx
(x)dVχ

dt
dmχ

dt
dm.

dt
dp

dt
d

pχ
dt
dm

m
pχ

dt
d

−=⇒

−===

=⇒=

  

هذه المعادلة تبدو مشابهة كثيراً لمعادلة الحركة لجسم تقليدي يتحرك فـي      
  V (x)جهد 

dx
(x)dV

dt
χdm 2

2

−=  

χχوالشيء الوحيد الذي يمنعنا أن نعمل التطابق    =   
  :هو  

( )χV
χd

d
dx
dV

=/  
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 تـصبح تقريبـاً متـساوية       تمت الحيثيات والتي عندها المتطابقة السابقة       
 هـذا  hrenfenالحركة هي في الأساس تقليدية، كما تم ملاحظته أولاً بواسـطة         

  .يلزم أن دالة الجهد تتغير ببطيء مع المتغير

( ) ( ) ( ) ( ) ( )χF
2
χχ

χFχxχF(x)F

dχ
(x)dV(x)F

2

′′
−

+′−+=⇒

−=

  

)ولو أن اللاتعيين       ) ( )22 χχχΔ  صغيراً فإن الحدود العليا مـن الفـك         =−
  .يمكن إهمالها

( ) ( ) ( ) ( )
( )χF

xFχχχFχF

≅

′−+≅  

 فـإن المعادلـة الأخيـرة تعتبـر     macroscopic helveولمجالات عينية   
صحيحة وهذا يجعلنا أن نحسب ونضيف مدار الإلكترون أو البروتون في تعجل            

  .باستخدام المعادلات التقليدية
  : مؤثرين هيرميتيين، أثبت أنB , Aإذا كان / س
  AB = BA يتبادليان، B , A يكون فقط هيرميتي لو أن AB المؤثر -1
  . هو كذلك هيرميتيn(A + B) المؤثر -2

  /الحل  
  : لمؤثرين هيرميتيين-1

BAAB(AB) == +++  
  AB = BA فقط لو كان ABوهذا يساوي   
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2-  
( )[ ] ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )
( )n

n

BA

BA.....................BABA
BA................BABABA

+=

+++=
+++=+ ++++

  

  
++أثبت أن / س +− AA,)AA(i يكونو هيرمييتان لأي مؤثر مثل +AA  

  /الحل  

AA)(AA)AA( +=+=+ ++++++  
( )[ ] ( )( )

)AA(i
)A(Ai)()(AAiA-Ai

+

++++++

−=

−−=−−=  

++++++ == AAA)(A)AA(  
 هو مؤثر هيرميتي، فإن المؤثر الهيرميتي المرافق لـ Hأثبت أنه إذا كانت / س

iHe)  والذي يعرف بـ!n/Hi nn

0n
∑

∞

=

   iH-eهو المؤثر) 

  /الحل  

( )

iHn
n

n
n

0

n
n

iH

eH
!n

i)(

H
!n

i)(H
n!
i)(e

−

+
+∞

+

=
−

=

−
=








=

∑

∑∑  

1H والذي له الخاصية Hخذ المؤثر الهيرميتي / س 4 =   
  ؟Hللمؤثر ) الذاتية(أوجد القيم الخاصة   
 غير مقيـد بـأن يكـون    H لو أن    Hللمؤثر  ) الذاتية(أوجد القيم الخاصة      

  هيرميتي؟
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1H4كون / الحل =  
0ψ1)(H4معناه      ψ لكل قيم −=
)0ψi)H(i)H(1)H(1)H: وهذا يمكن كتابته   =−+−+  
)0ψ)iHوعليه فإن    =−  
ψiHψ0iψHψوفي هذه الحالة    =⇒=−  
   i= أي أن القيم الخاصة   
)iH(0أو    =/−  
)φψ)iHفي هذه الحالة نضع    =−  
 ⇐  0φi)H()1H()1H(    في هذه الحالة+−+=
+=⇒ أما    0φ)iH(  
    i –القيمة الخاصة هي   ⇐ 
)xφ)iHأو أن    =+  

0x)1H()1H( =−+⇒  
0x)1(Hأما    =−  
)1(................1 القيمة الخاصة ⇐   +−  
i,1لقيم الخاصة تكون وبهذه الطريقة وضحنا أن ا   ±±  
=+إذا كان    HH  

  . فقط±1فإن القيم الخاصة يجب أن تكون حقيقية وعليه فالقيم الصحيحة هي 
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 لقد أثبت من  unitary هو   iAe هو مؤثر هيرميتي، فإن      Aوضح أنه إذا كان     / س
) أنه لكل مؤثر هيرميتي قبل ) iHiH ee −+

=  
  :وعليه  

( ) ( ) 1e,eee iAiAiAiA == −+  
  λويمكن توضيح هذا كذلك من خلال معاملات لها قوى مختلفة في   

)..........H
!3

(iλiH
!2

(iλiiλλ(1)..........H
!3

(iλiH
!2

(iλiiλλ(1 3
3

2
2

3
3

2
2

+−+−++++  

 محـصول علـى     χ والموقع   pاستخدم علاقات التبديل بين كمية الحركة       / س
 علـى الـزمن، معطـى       p و   χالمعادلات التي تصف اعتماد كـل مـن         

  .الهاملتونيان
( )

( ) 2
22

2

2χ
22

1

2

χ
Aχωm

2
1

2m
pHb

)ωχω(m
2
1

2m
pHa

−+=

∈+++=
  

  /الحل  
[ ] [ ]{

m
p

χp,
m
piχ,

2m
piχ,Hiχ

dt
d

i/

2

=

=







==

h
hhh  

[ ] [ ]

m
ω

χω
dt
dp

m
1

dt
xd

ω-χmωω
2
χmω2

i
,i

χω/2χωmp,ipH,i
dt
dp

22
1

2

2
2
12

2
1

2
22

1

−−=



=

−=



 +−=

+−==

h

h

hh

  

  والحل للمعادلة هو  
tωsin

mω
)0(ptωcos)(0x

mω
ω

χ 1
1

12
1

2 ++−=  
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(b)
m
p

dt
dχ

=  

3
2

2

2
2

x
2Aχmω

x
A

2
xωm,pi

dt
dp

−−=







−−=

h
  

  . يتذبذب في مجال كهربائي، وطاقته توصف بمؤثر لهاملتونيانإلكترون  
χ)wtcosEe(

2m
pH ο

2

−=  

احسب   























dt
dx,

dt
dp,

dt
dH  

  /الحل  
[ ] [ ]

[ ] ( )

( )[ ]

tωsineE
t
H

dt
dH

tωcoseEtωcoseE
i

,iχtωcoseE,pi

χtωcoseE
2m
p,pipH,i

dt
dp

m
px,p

m
pix,

2m
piχH,i

dt
dx

ο

οοο

ο

2

2

=
∂
∂

=

−=−=−−=
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==







==

h
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hhh
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  :معادلة شرودنجر في ثلاثة أبعاد
The Schrödinger Equation in three Dimensions  

 The Central Potential: الجهد المركزي

 t)y,(x,Vفي هذا الفصل سوف نناقش حالة مهمة والتي يكون فيها الجهد             
222يعتمد على    Zyxr ولنظام يتكون من جسيمين، حيث الجهد يعتمد       .  فقط =++

  .ما فقط، فإن الهاملتونيان له الشكلعلى المسافة الفاصلة بينه
(1))rr(V

2m
p

2m
p

H 21
2

2
2

1

2
1 −++=  

  .وبالتحليل العادي لمركز الكتلة والإحداثي النسبي  

21

21

2211

rrr

)2(
mm

rmrm
R

−=

+

+
=  

  كمية الحركة الكلية والنسبية  

)3(
mm

pmpm
p

ppp

21

2112

21

+

−
=

+=

  

  .الهاملتونين يأخذ الشكل  

)4()r(V
2M
p

2M
p

H
22

++=  

   هي الكتلة الكلية للنظامMهنا   

)5(mmM 21 +=  
  μ) المخففة(الكتلة المختزلة   

)6(
M
mm

μ 21=  

  :بإمكاننا أن نتأكد من أن  
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[ ]
[ ] )7(sij

i
r,p

sij
i

R,p

ji

ji

h

h

  

 ، فإن مـؤثر كميـة    Rوبما أن الجهد لا يعتمد على إحداثي مركز الكتلة  
 P وبإمكاننا الحصول على الدوال الخاصة لكل من Hتبادلي مع P ية الحركة الكل

  .  لها الشكلP الدوال الخاصة لـH و 
(8)e

)2(

1)R,P(U /R,Pi

2
3

h

hD
=  

  . يمكن كتابتها على الصورةH  والمعادلة الخاصة لـ  

)9()r(u)R,P(U)r,R(ψ E=    
  :حيث  

( ) ( ) ( ) ( )10ruErurV
2μ
p

EE

2

=







+  

wM,
2M
PEE

2

tot =−=  

  .قة الداخلية، بعد طرح طاقة الحركة للجسيمينهي الطا  
  يمكننا كتابة هذه المعادلة على الصورة  

( ) ( ) ( ) ( )1ruErurVΔ
2μ EE

2
r

2

=







+−

h  

  φ أو θ أي لا تعتمد على rلاحظ أن هذه المعادلة لا تعتمد على اتجاه   
  Consequences of Rotational Invarianceالدوران         نتائج عدم التغيير ب

حـداثي   يمكن أن تفصل بحيـث أن الإ       (11)في هذا الجزء سنوضح أن        
  . يظهر في معادلة طاقة القيمة الخاصةrالخطي 
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في الميكانيكا التقليدية، الفصل يعتمد على استخدام كمية الحركة الزاويـة             
  :بأخذ

( ) ( ) ( )
( )

( )13L
r
1p

L
r
1p.r

r
1p

prprpr.prL

)12(prL

2
2

2
r

2
2

2
2

2

2222

+=

+=

−−=××=

⇒

×=

  

 radialالقوة تكون نصف قطرية     )  فقط r  تعتمد على     V( ولجهد مركزي     
 فقـط ولهـذا   L2 ثابـت للحركـة، و     Lوهكذا فإن   . ولا تبذل عزم على النظام    

  .فالمعادلة
(r)VP

2μ
1E 2 +=  

  .ونفس الأمر صحيح في ميكانيكا الكم. تتضمن الإحداثيات الخطية فقط  
  :وفي هذا الفصل  

ات كمية الحركة من احتياج أن الهاملتونين غير متغير تحـت            سنحدد مؤثر  -1
  .الدوران

  . اشتقاق المعادلة الخطية-2
  ) لا تعتمد على الدوران∆2لإثبات أن  (Zعدم التغير تحت الدوران حول محول 

Invariance under Rotations about the z-axis   
  Z حول محور θة خذ حالة خاصة لدوران خلال زاوي  

(14)θcosyθsinχ
θsinyθcosχχ

−=′
−=′

y
  

  بإمكاننا أن نرى أن  
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12222
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′∂

∂

=++=′+′+′=′

yx

yxyxyx

rZyZyxr

θθθθ

χ

  

 لا يتأثر بالدوران وبما أن الهاملتونين له خاصـة عـدم    Hوهذا يعني أن      
 فنحن نتوقع قانون الحفظ، ولتحديد المؤثرات التي تتبادل مع          Invariaceالتغيير  

Hمتناهي في الصغر حول محور ، خذ دوران Z واحتفظ بالحدود لـ θفقط .  

(15)θy
yθχχ

xy +=′
−=′  

  :نحن نلزم أن  

(16)Z),xθy,yθ(xUE)Z,xθy,yθ(xUH EE +−=+−  
x)(Δ وطرحنا منه θولو فككنا هذا للحد الأول في   

ax
af(x)f)Δx(f +=+  

(17)Z),y,(xUE)Z,y,(xUH EE =  
  :علىنتحصل   

( ) ( ) (18)zy,x,U
x

y
y

xEzt,x,U
x

y
y

xH EE 







∂
∂

−
∂
∂

=







∂
∂

−
∂
∂  

  .الجانب الأيمن في هذه المعادلة يمكن كتابته على الصورة  
( ) ( ) )19(,,,, zyxUH

x
y

y
xzyxUE

x
y

y
x EE 








∂
∂

−
∂
∂

=







∂
∂

−
∂
∂  

أي أن المؤثر   







∂
∂

−
∂
∂

x
y

y
x تبادلي مع H.  

P,rLلو عرفنا      : فإن=
)20(PyPx

x
y

y
x

i
L xyz −=








∂
∂

−
∂
∂

=
h  

  . معاً(19) و (18)المعادلتين   
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0z)y,(x,UH)LL(H Ezz =−  
r(U(بما أن    Eتكون فئة   وهذا يعني أن علاقة المؤثر .  

[ ] (21)0L,H z =  
  . للمؤثرz− هو المركبة zL. تكون صحيحة  

)22(PrL ×=  
 بإمكاننا أن نجد  y, xدوران حول ولو أخذنا ال. وهو كمية الحركة الزاوية  

  .العلاقات
[ ]
[ ] (23)0L,H

0L,H

y

x

=

=  

 أي أن   Hوهكذا، فإن مؤثرات كمية الحركة الزاوية الثلاثة متبادلة مـع             
وهذا يوازي النتيجة التقليدية من حيـث       . كمية الحركة الزاوية ثابت في الحركة     

  .أن القوى المركزية ينتج عنها حفظ كمية الحركة الزاوية
  .علاقات التبديل لكمية الحركة الزاوية  

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ]
[ ] [ ]
( )

)24(

Lixpyp
i

pp,zxPz,Py

xp,zp

xp,ypzp,zpzp,yp

xpzp,zpypL,L

zxx

yzxz

zy

zzxyyz

zxyzyx

















=−=

+=

+

−−=

−−=

h
h

  

  :وبالمثل  
[ ] (25)LiL,L xzy h=  
[ ] (26)LiL,L yxz h=  

   يمكن تلخيصها بالقانون(26) و (24)علاقات التبديل   
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LiLL h=×  
بـة  والنتيجة المتوقعة على علاقات التبديل هذه هي أنه توجد فقـط مرك             

  . لتكون فئة من الكميات المشاهدةH يمكن اختيارها لتبادل مع Lواحدة لـ 
  :شرح مفصل للخطوة

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]zyzzxyxz

zxyzyx

xp,zpxp,ypzp,zpzp,yp

xpzp,zpypL,L

+−−=

−−=  

 والذي له   Lxولتوضيح هذا، نفترض أنه يوجد لدينا الدالة الخاصة للمؤثر            
  .L2  بقيمة خاصةLyقيمة خاصة والتي هي تكون دالة خاصة للمؤثر 

وهكذا باستطاعتنا اختيار فئة كاملة مـن الكميـات المـشاهدة المتبادلـة              
zللمؤثرات 

2 LH,L   
  فصل المتغيرات في معادلة شرودنجر 

Separation of Variables is the Schrödinger Equation  
z سنحدد القيم والدوال الخاصة للمؤثرات  (11)في الفصل القادم      

2 L,L هنا ،
وهذا ينتج من العلاقة . سنوضح أن استخدامها يبسط كثيراً حل معادلة شرودنجر       

  :المشتقة التالية
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) و 2ومجموع    )2p.rيعطينا .  
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)30(p.p.p.
2

2
→→→→→→

→ +=





+ rirr h  

لاحظ أننا نتعامل مع مؤثرات وعليه فإن المحافظة على ترتيب الحـدود              
  .(30)مهم جداً من 

)31(p.p.
r
1p

2
2

2
2












−






+=

→→→→

rir h  

→→وهذه النتيجة تختلف من النتيجة التقليدية وذلك لأن   

r.pلا يتبادلا .  

rrوباعتبار   
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1p 2

2

2
22

2
2

∂
∂

−







∂
∂

−= hh  

لاحظ هنا أننا عوضنا عن (  
r

ip
∂
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h (فإن معادلة شرودنجر تأخذ الشكل  

(33)#(r)Eu(r)u(r)V(r)u
r
1

rr
1

r
r

r
r

r
1

2μ EEE
2

222

2

=+







−

∂
∂

+







∂
∂









∂
∂

−
h

h  

وهذا ) الموضحة في الشكل  (ولو أننا أخذنا الحسابات بالاحداثيات الكروية         
هو الطبيعي في هذه الحالة، حينئذ فإن المؤثر الوحيد الذي يحتوي على الزوايا             

  .ولهذا فلو أخذنا الدوال لها الشكل. 2 هو θ,yلكروية ا

( ) (34)(r)Rφ,θY(r)u EλλE =  
  حيث   

( ) ( ) (35)φ,θYλφ,θY λλ
2 =  

، عندئذ فإن المعادلة ستنفصل إلـى       2هي معادلة القيمة الخاصة للمؤثر        
  .(39)لاحقاً ) الخطية ( والمعادلة القطرية(35)
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الشكل أعلاه يبين الإحداثيات الكروية، والعلاقة بين الإحداثيات الكارتيزية         
(x,y,z) والكروية (r, o, y).  
إن الطريقة المتبعة هنا لا تختلف عن الطريقة العادية المتعارف عليها في              

 في تحديد الفئـة    symmetryولكن هنا نؤكد على دور التماثل       . فصل المتغيرات 
  .commuting epertes) التبادلية(الواصلة للمؤثرات المتبادلة 

  .، ونكتبها بالشكل2h  لها أبعاد λنرى أن  

( ) )36(1 2h+= llλ  
 ونستخدم هذه الحقيقـة فـي   l=3,2,1,0,.............في الفصل القادم سنثبت أن    

الدوال الخاصة لكمية التحرك الزاوي علـى الـصورة         سنكتب  . الأجزاء التالية 
( )φ,θYlm حيث ،l تدل على ( )φ,θYlm و 2 هي كذلك دالة خاصة للمؤثر 

z
.  

( ) ( ) )37(φ,θYφ,θY lmlm hm
z

=  
lmlيح  هو رقم صحmوسنجد كذلك أن    ≤≤−    
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 التي  lmY هي دوال خاصة لمؤثرات هيرميتية، فإننا نتوقع أن          lmYوبما أن     
وسنثبت في الفصل القـادم أن عنـدما        . تناظر قيم خاصة مختلفة تكون متعامدة     

θφ يكون هناك معايرة حقيقية، والتكامل على مدى المتغيرات ,.  
( ) ( )

( ) ( ) (38)SSφ,θYφ,θYdφθdθsin

φ,θYφ,θYΩd

2m1m2l1l2m2l
*

1m1l

2

οο

2m2l
*

1m1l

== ∫∫

∫
DD  

  The Radial Equationالمعادلة النصف قُطرية 
، فإننا نتحصل على النصف     (34) و   (33) في   (36) و   (35)عندما نعوض     
  .قطرية

( ) ( )39rRR(r)V(r)R
r

)1l(l
dr
dr

dr
d

r
1

2μ ElmElmElm2

2

=+






 +
−






−

h  

وعليه، فإنـه لقيمـة     .  في هذه المعادلة   mلاحظ أنه لا يوجد اعتماد على         
)12( سيكون هناك    l معطاه +l    من التكرار deglnemacy      وذلك لأن كل قيم ،m 

 من المعادلات النصف قطريـة      mولهذا حذفنا   . الممكنة سيكون لها نفس الطاقة    
  .وهذه المعادلة يمكننا كتابتها على الصيغة

( ) ( ) ( ) ( ) (40)0RμE2rR
r2μ

1llrV2μrR
dr
d

r
2

dr
d

nl2nl2

2

2nl2

2

=+






 +
+−








+

h

h

h
  

R(r) في الدالـة الخاصـة       n بالرمز   Eحيث استبدلنا الرمز       ne .  وسـنقوم
باختبار هذه المعادلة للعديد من أشكال الجهد مقيدة بالشرط أنهـا تـصير إلـى               

 أسرع من    ∞الصفر عند   
r
 ما عدا للحالة المهمـة الخاصـة لجهـد كولـوم            1

Coulomb potentialوسـنفترض كـذلك أن   . (12)ي سيناقش في الفصل  والذ
  . Singularالجهد ليس مفرد 

كفردية   
r
   عند نقطة الأصل،1
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(41) 0(r)Vrlim 2

οr
=

→
  

  .وإنه من المناسب أحياناً أن نستحدث الدالة  

(42)(r)Rr(r)u nlnl =  
  :وبما أن  

( )

)43(
dr

ud
r
1

dr
du

r
22

dr
du

r
1

dr
ud

r
1

dr
du

r
1

r
2

dr
du

r
1

r
u

r
2

dr
du

r
1

r
u

dr
d

r
ru

dr
d

r
2

dr
d

2

2

2322

2

23

2
re

2

2

=

+−−+−=





 +−+



 +−=








+

r
uu  

  )rمع ضرب طرفيها في ( يمكننا كتابتها الآن  معادلة شرودنجر∴  
( ) ( ) ( ) ( )440ru

r2μ
1llrVE2μ

dr
(r)ud

nl2

2

22
re

2

=






 +
−−+

h

h
  

  وهذه تبدو مشابهة للمعادلة في بعد واحد ما عدا  
(a) أن الجهد ( )rV نَفِّرتغير بإضافة الحاجز المركز الم repulsive centrifugal 

barrier.  ( ) ( ) ( )
2

2

r2μ
1llrVrV h+

+→  
    

  
  
  
  
  
  

)الجهد الفعال المؤثر في المعادلة النصف قطريـة لــ           : الشكل )rRru = 
  .عندما يكون الجهد الحقيقي مربع
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 (b)    التعريف للدالة ( )ru nl        ومحدودية الدالة الموجية عند نقطة الأصل يلزم 
): أن ) 00u nl =  

=∞لذي له مما يجعلها مثل مسألة البعد الواحد ا   rVفي الجانب الأيسر .  
  nlu، وبإسقاطOriginنعتبر المعادلة النصف قطرية قريباً من الأصل : أولاً  
οrعندما    . فإن الحدود المهيمنة في المعادلة→

( ) ( )47ο~u
r

1ll
dr

ud
22

2 +
−  

  Ansatzوبالتعويض   
( ) sr~ru  

  :سنجد أن المعادلة تكون صحيحة بشرط أن  
( ) ( ) 01ll1ss =+−−  

=+1أي أن    ls أو ls −=  
)والحل الذي يحقق الشرط     ) 0οu 1lr أي الحل الذي يسلك مثـل  =  يـسمى  +

 هو الذي الغير منـتظم  lr- الحل الذي يسلك مثل regular sohtimالحل المنتظم 
irregnlar وبدلالة المعادلة النصف قطرية ( )rR  لدينا الحل المنتظم يسلك مثل   

  والحل الغير منتظم يسلك مثل 
  . كبيرة بإمكاننا إهمال حدود الجهد والمعادلة تصبحrعندما تكون   

( )500uE2μ
dr

ud
22

2

=+
h

  
  وشرط مربع التكامل   

( ) ( ) ( ) ( )51,θYrRΩddrrrψrd1
2

lmnl
2

ο

22 ϕ∫∫∫
∞

=  

( ) 2

nl
2

ο

rRdrr∫
∞

=  

  :أي  
( ) ( )52rudr

2

nl
ο
∫
∞  
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  ∞لكي تتلاشى الدالة عند   
  E>0في حالة *   

( )53αE2μ 2
2 −=

h
  

02الحل المقارب   
2

2

=+ u
dr

ud
α  

( ) ( )54e~ru rα−  
  E<0في حالة *   
  .لدينا الحلول والتي تكون معايرة في داخل صندوق  

( )55kE2μ 2
2 =

h
  

02
2

2

=−u
dr

ud  
) كبيرة بحيث أن     γالحل عندما تكون       )rV     طـي   مهملة يكون هو اتحاد خ

  .−ikre و ikreمن 
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  The Hydrogen Atomذرة الهيدروجين                    
ولهذا . ذرة الهيدروجين أبسط ذرة وذلك لأنها تحتوي على إلكترون واحد           

السبب تصبح معادلة شرودنجر معادلة جسم واحد وذلك بعد فصل حركة مركز            
ة وسوف نتعامل مع ذرات مشابهة للهيدروجين، أي أن الذرات التي تحتوي  الكتل

تحتوي على أكثر مـن بروتـون             على إلكترون واحد فقط، ولكن سنسمح       
  والجهد في هذه الحالة يكون. واحد

( ) ( )1
r
eZrV

2

−=  

  ومعادلة شرودنجر النصف قطرية تكون  
( ) ( )20R

r2μ
1ll

r
ZeE2μR

dr
d

r
2

dr
d

2

22

22

2

=






 +
−++








+

h

h
  

 إنه من المناسب    E>0سة على الحالات المقيدة، أي حلول       وسنركز الدرا   
  .أن نعمل تغيير في المتغيرات

( )3
8 2

1

2 r
E









=

h

µ
δ  

  : على الصورة التالية(2)في هذه الحالة تصبح المعادلة   
( ) ( )40

4
112

22

2

=





 −+

+
−+ RRll

d
dR

d
Rd

δ
λ

δδδδ
  

  )بدون وحدة(وقد استحدثنا المعامل   

( )5
E2
CμZα

E2
μeZλ

2
1

22
1

2











=










=

h
  

وذلك  .  من السهل حلها   (4)المعادلة    
137

1
=α     عبر عنها بوحداتوالطاقة م ،

   .rest – massالكتلة عند السكون 
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                           The Energy Spectrumطيف الطاقة 
أولاً سـنجد سـلوك     .  بطريقة معروفة لدينا الآن    (4)سنحاول حل معادلة      

  . كبيرة فالحدود المتبقية في المعادلةδوعندما تكون .  كبيرةδنالدالة عندما تكو
( )60R

4
1

dδ
Rd
2

2

=−  

  والحل المقبول عند ما لا نهاية   
2~

δ+⇐ eR عند ∞→⇐δ R←∞  
2~

δ−eR  
  وكما عالجنا المتذبذب التوافقي  

( ) ( )72 δ
δ

GeR
−

=  
  (4)وبالتعويض في المعادلة   
  :G (s)سنتحصل على معادلة لـ   

( ) ( )80G
δ
ll

δ
1λ

dδ
dG

δ
21

dδ
Gd

22

2

=



 +

−
−

+





 −−  

)والآن نكتب مفكوك القوة لـ    )δGوالتي تأخذ الشكل :  
( ) ( )9∑

∞

=

=
ο

δδδ
n

n
n

l aG  

 المعادلة التفاضـلية، سـنجد العلاقـة بـين           في (a)وبتعويض المعادلة     
 ومعادلة الاستطراد يمكن الحصول عليها من المعادلـة         naالمعاملات المختلفة   

  التفاضلية الخاضعة للعلاقة
( ) ( )∑

∞

=

=
οn

n
n 10δaδH  
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  والتي تكون  
( )11 0H

δ
l1λ

dδ
Hd1

δ
2l2

dδ
Hd
2

2

=
−−

+





 −

+
+  

لة وذلـك بتعـويض     وهذه المعادلـة يمكننـا الحـصول عليهـا بـسهو            
( ) ( )pHG lδδ ) في معادلة = )8  

  :في هذه الحالة  
( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ){ } 0δanl1λa2l2an1n

120δal1λ1
δ

22lδanδa1nn

1n
n1n1n

0n

0n

1n
n

1n
n

2n
n

=−−−++++

=







−−+






 −

+
+−

−
++

∞

=

∞

=

−−−

∑

∑
  

  .وبما أن هذه المعادلة تتلاشى حد بحد، وسنتحصل على معادلة الاستطراد  

( )( ) ( )13
221

11

+++
−++

=+

lnn
ln

a
a

n

n λ  

   فإن النسبة تصبحnولقيم كبيرة لقيمة   
( )1411

na
a

n

n ≈+  

وكما فعلنا في حالة المتذبذب التوافقي، فإننا لن نتحصل على سلوك مقبول    
)للدالة  )pR إلا إذا انتهت السلسلة ∞ عند (a) أي أنه لقيمة معطاة لـ l و nrn =  

  .يجب أن نتحصل على
  

   المعرف بـ Nعنا الآن نستحدث الرقم الكمي الأساسي د  

( )161++= lnn r  
⇐≤0وينتج من الحقيقة أن    rn  

egerauisn
ln

int.2
1.1 +≥  
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( ) ( )

wE
n

ZcE

h=

−= 14
2
1

2

2
2 α

µ  

 التي تظهر   µلاحظ أن الكتلة المختزلة     . وهذه النتيجة شبيهة بنموذج بور      
  .إن وجود الكتلة المختزلة. في المعادلة

( )18
Mm

m
+

=
µ

µ  

  . كتلة النواة، يعني أن التردداتM كتلة الإلكترون، و mحيث   
( ) ( )19

n
1

n
1Zα

M
m1

/2mCEjEiωiy 22
2

2









∫
−

∫+
=

−
=

h

h
  

والذي يختلف قليلاً لاختلاف ذرات الهيدروجين الشبيهة علـى الأخـص             
  .الفرق بين طيف ذرة الهيدروجين وذرة الديتويروم
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  The Degeneracy of the spectrumظاهرة تحلل الطيف              
  الآن سنناقش تحلل طيف الطاقة  
=++1مـن المعادلـة     (، الحالة الدنيا، يجب أن يكـون        λ=1لقيمة     lnrλ  و 

0, == lonr .حالة الدنيا هذا يعني أنه توجد حالة وحيدة فريدة للground stale إذا 
⇐=2أخذنا  λيكون عندنا احتماليين   

( )
( ) 1,0nii

01,ni

r

r

==

==

l
l  

)بالنسبة للحالة الأولى    ) 01,ni r == l تكتب بالشكل(13) فإن المعادلة ،  

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )20
221

221
11

221
11

+++

−
=

+++

−−−++
=

+++
−++

=+

lnn
nn

lnn
lnln

lnn
ln

a

a

r

r

n

n λ

  

  :وهذا يبين أن  

( )

( )

( ) ( )21
2
δ1aδH

δ
2

a
a

δaδaδaδH

2
a

a
21
1

2οο
1

a
a

ο

ο
ο

1
1

ο
ο

n
n

οn

ο
1

ο

1







 −=









−+=

+==⇒

−=⇒
×
−

=
++

−
=

∑
∞

=  

  زيع الزاوي متماثل كروياًبينما التو  
). لنأخذ الحالة الثانية   ) 1,0 == lnii r  
  هنا الدالة النصف قطرية ثابتة  

( ) οδ aH =  
)لكن الجزء الزاوي من الدالة الموجية يتضمن    )ϕο ,1mY.  
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)التحلل يكون    )12 +lالحالات وعليه يوجد ثلاث من مثل هذه .  
==2التحلل الكلي للحالة       nλ   22413 يكون  يوجد لـدينا    λ=3 في حالة    +==

0,2: الاحتمالات التالية == lnr  
هنا يوجد حالة واحدة والتي لها         

6
1

1

2 −=
a
a   11 و −=

οa
a ـ  ه فـإن الدالـة    وعلي

  .النصف قطرية تتضمن
( ) ( )22

6
11 2 






 +−= δδδ οaH  

1,1 == lnr لها ثلاث حالات، بـ ( ) 





 −=

4
1 δ

δ οaH ،  

2,0بينما  == lnr لها ( )125 += l حالات بـ ( ) οδ aH =  
239531وهكذا يوجد      ) ذاتيـة ( للحالات التي لها قيمة خاصـة         تحلل ++==

3== nλ وبشكل عام، التحلل في حالة n=λ يكون ( )[ ] 2112...531 nn =+−++++  
)ومسبقاً نحن توقعنا تحلل        )12 +l          للجهـد النـصف قطـري، وذلـك لأن 

الهاملتونيان النصف قطري لا يعتمد على 
z

  .2، ولكن يعتمد على 
والتحلل الخاص صفة مميزة للجهد . هنا يوجد تحلل إضافي  

r
1.  
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  The Radial Eigen functionsالدوال الذاتية النصف قطرية 
) في علاقـة الاسـتطراد       n=λلو عوضنا   . بالرجوع للدالة التفاضلية     )13 
  :بحيث

( )( ) ( )26
221

1
1 kk a

lkk
nlka
+++

−++
=+

  

  :سنجد أن  
( ) ( )

( )( )
( )

( )
( )

( ) ( )27
22.1
1.........

12
.

221
11 1

1

ο
a

l
ln

lkk
lkn

lkk
lkna k

k

+
+−

++
+−

+++
++−

−= +
+  

بمساعدة هذه العلاقة بإمكاننا الحصول على مفكوك سلسلة القوس للدالـة             
( )δH .نجد أن المعادلة لـ .وما يكافئ هذا( )δHتكون لمعقدة الحدود  

( ) ( ) ( ) ( )2812

1
δδ +

−−
= l

ln
H  

 وبعـد   rوبعدما نُحول بالعكس للوصول للإحـداثيات النـصف قطريـة             
  المعايرة نجد أن الدوال النصف قطرية الأولى يمكن كتابتها على الصورة

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
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:
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 - ١٥٣ -

)رسم كثافة الاحتمال النصف قطري         )rP  لإلكترون عند مسافة     لوجود اr 
من نقطة الأصل يمكن إيجاده من هذه الدوال الموجية كما هو موضح بالـشكل              

 يجب أن نتذكر أن الدالة الموجية لها جزء زاوي، الذي مربعه المطلق             (12-2)
)يكون   )2cosθm

eP      الرسومات لدوال ليجندر المشاركة ( )2cosθm
eP   موضحة بالرسم 

(12-3).  
  .وبمعرفة الدوال الموجية بإمكاننا حساب القيمة المتوقعة  

( )[ ]22 rRrdrr nl
kk +

∞

∫=
ο

  

  .وهذه بعض القيم المتوقعة المفيدة  
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