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ψψ EĤ =

ugˆ =

operatorsאא
:

ة لجسم ماآروسكوبي                  ة فيزيائي ل  "في الفيزياء الكلاسيكية إذا أردنا إيجاد قيمة أي آمي مث

ة ة الحرآ ة أو آمي ة الكلي سرعة أو الطاق ة " ال ل حال ي آ بة ف اس المناس زة القي ستخدم أجه ا ن فإنن

  ".مثلاً نستخدم الرادار لتعيين سرعة سيارة أو طائرة"

ي ميكا ا ف م إذاأم ا الك ا    نيك كوبي فإنن سم ميكروس ة لج ة فيزيائي ة أي آمي اد قيم ا إيج أردن

ة                  نبحث أولاً عن شكل المؤثر الذي يمثل هذه الكمية الفيزيائية، ثم نوجد حل معادلة القيمة الملائم

ة  عملية قياس  نتيجةلهذا المؤثر للحصول علي القيم الملائمة التي تمثل   ثلاً إذا . الكمية الفيزيائي  فم

ة  ة الكلي د الطاق ا أن نوج ؤثر Eأردن شكل المناسب لم د أولاً ال دروجين، نوج رون ذرة الهي  لإلكت

ة شرودنجر                      Ĥالهاميلتونيان   م نحل معادل رون محل الدراسة، ث ة للإلكت ة الكلي ل الطاق  الذي يمث

  .سها والتي تمثل المقادير المطلوب قياEn للحصول علي القيم الملائمة 

ة           زء بدراس ذا الج ي ه نهتم ف م س ا الك ي ميكانيك سياً ف ب دوراً رئي ؤثرات تلع ولأن الم

  .والعلاقات الرياضية والفيزيائية بين هذه المؤثراتالمؤثرات وخواصها 
  

:א
ذا                             ي ه ا يل ي م ا عل ة رياضية م ه رمز يعني طلب اجراء عملي ؤثر بأن يمكن تعريف الم

ز ؤثر . الرم ثلاً الم ؤثر،    يx∂/∂فم ذا الم ي ه ي تل ة الت ي للدال راء التفاضل الجزئ ب اج ي طل عن

  . يعني طلب حساب قيمة دالة الجيب للزاوية التي تلي هذا المؤثرsinوآذلك المؤثر 

ي أي        هو   Âالمؤثر  : ويمكن تعريف المؤثر بطريقة أخري آالآتي      ؤثر عل آيان رياضي ي

ة أخري         ي دال ا إل ؤثر     . دالة لتحويله ة  Âأي أن الم ر رياضي    " رياضية  عملي ؤثر     "تعبي دما ت  عن

  :ويمكن آتابة هذا التعريف رياضياً آالآتي. u تحولها إلي دالة أخري gعلي الدالة 

)1    (                                                 A   
  

א אא"א א :"א
ة  ت الدال أثير     uإذا آان ان ت رف، وآ راغ المع ل الف ي آ دودة ف ا مح صلة وقيمته ة مت  دال

  :، أي أنa  مضروبة في مقدار عددي ثابتu هو نفس الدالة u علي الدالة Âالمؤثر 
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uauÂ = )2           (                                         

ة        سميت زة    " هذه المعادلة بمعادلة القيمة الملائم ة الممي ؤثر، وسميت آل من         " أو القيم  u  ،aللم

  . بالدالة الملائمة للمؤثر والقيمة الملائمة للمؤثر علي الترتيب

ر محدودة         uلاحظ لو أن الدالة    ا غي صلة أو قيمته ا ليست مت سابقة ولكنه ة ال  تحقق العلاق

  .لا يمكن تسميتها بالدالة الملائمة للمؤثرعند أي نقطة في الفراغ المعرف، ف

دالتين  ن ال ل م ثلاً آ )فم )xexpu −=1 ،( )xexpu =2

ua

سابقة  ة ال ان العلاق  تحقق

ؤثر uÂ للم =22 dxd=Â1 ث التين a=  حي ي الح ة ف ن الدال ر u2، ولك ة غي  دال

دما  مح ة  xدودة عن الا نهاي ي م ؤل إل إن  .  ت ذلك ف ؤثر   u1ول ة للم ة ملائم ي دال ا Â ه ، وقيمته

 ولذلك لاتستخدم  في نظرية    آمي  لاتصلح آدالة تصف سلوك جسم     u2، أما الدالة    1الملائمة هي   

    .Âالكم ولايمكن تسميتها بالدالة الملائمة للمؤثر 
  

:א
ة ال    ؤثر       تسمي جميع القيم الملائم ا من الم ؤثر   Âتي يمكن الحصول عليه . Â بطيف الم

 متقطعة aوفيه تكون قيم " الغير مستمر"وهناك نوعان من طيف المؤثر، الأول الطيف المتقطع     

اني هو الطيف المتصل         . وغير متصلة  يم       " المستمر "والث ه تكون ق ا تأخذ     aوفي صلة أي أنه  مت

  .  قام العدديةجميع القيم المسموحة في مدي معين من مدي الأر
  

א :"א"א
ة             gإذا آانت الدالة      دالة متصلة وقيمتها محدودة في آل الفراغ المعرف، ولكنها ليست دال

اد   ).2 (لاتحقق العلاقةو )1( تحقق العلاقة  أي انها Âملائمة للمؤثر    ا إيج  في تلك الحالة إذا أردن

ؤثر    "Aقيمة قياس الكمية الفيزيائية   ا الم ة    " Âوالتي يمثله ة الحال ي دال والتي هي ليست     "gعل

فإننا نجري عمليات قياس آثيرة ثم نعين متوسط القيم التي حصلنا عليها من             " دالة ملائمة للمؤثر  

ك رياضياً      . Â للمؤثر   Āآل عمليات القياس وتسمي تلك القيمة بالقيمة المتوسطة          ويتم حساب ذل

  :من العلاقة

)3           (                             
∫
∫

∗

∗

=
τ

τ

dgg

dgÂg
A   
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ة  gأنه لو أن  ) 3(ويلاحظ من العلاقة     زة " دالة ملائم ؤثر  " ممي ة    "Âللم أي تحقق العلاق

   :حيث a "المميزة" ستساوي القيمة الملائمة Ā فإن القيمة المتوسطة)" 2(

                                        a
dgg

dgga

dgg

dgÂg
A ===

∫
∫

∫
∫

∗

∗

∗

∗

τ

τ

τ

τ

( ) ψψ ÂCCÂ =

( ) .321321 .. ψÂ ψÂ ψÂ ...ψψψ  Â +++=+++

( )  A

   

   

א מאא א :א
 Linear operators:א−1

م            ا الك ة  يجب أن تكون    المؤثرات المستخدمة في ميكانيك ؤثر الو.  خطي ؤثراً     Â م يكون م

   :تين الآتيتين إذا استوفى العلاقاًخطي

                                                            

                            

  :ويمكن جمع العلاقتين السابقتين في العلاقة التالية.  مقدار ثابتCحيث 

)4              (       ˆC ψÂ   C ψCψC Â LL ++=++ 22112211 ψ  

إن ال ذلك ف ؤثروب ت،  = c اتم ة" xثاب ي  d/dx ، d2/dx2 ،"الإزاح ؤثره ةم ا  .ات خطي أم

          .انغير خطيمؤثران  مافه lnالمؤثر و، رمؤثال
  

:Hermitian operatorא−2
ة               ة أو أعداد مرآب ة "القيم الملائمة للمؤثرات الخطية إما أعداد حقيقي ؤثرات  ". تخيلي والم

لأنه لايمكن أن يكون  "يات الفيزيائية الخطية التي ينتج عنها طيف مرآب لاتصلح لأن تمثل الكم 

يجب  المؤثرات المستخدمة في ميكانيكا الكم      ف لذلك ".ناتج قياس الكميات الفيزيائية آميات تخيلية     

المؤثرات     أن تكون    خطية ذات طيف حقيقي وتسمي تلك المؤثرات الخطية ذات الطيف الحقيقي ب

  :ؤثراً هيرميتياً هو مÂويمكن إثبات أن شرط أن يكون المؤثر . هيرميتيةال

( ) ( )∫
∗

∫∗ =     d τ ψÂ  ψ d τd  ψÂ  ψ mnnm

nnn aÂ ψψ =

  )5                         (

رض أن   ك بف ان ψm ،ψn وذل ان ملائمت ؤثر  دالت ان  am ،anوأن  Âللم ان الملائمت ا القيمت  هم

  :لهما

) 6               (                                 
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mmm aÂ ψψ = ) 7                  (                            

∗ سار في      ) 6(بضرب العلاقة   و راغ المعرف، و             mψمن الي ي آل الف م إجراء التكامل عل بأخذ   ث

سار في         )7(المرافق للعلاقة    راغ المعرف         ψn ثم ضربها من الي ي آل الف م إجراء التكامل عل   ث

   :نحصل علي

)8    (                        ( ) τψψτψψ dadÂ nmnnm
∗∫ ∫∗ =

( ) τψψτψψ dadÂ mnmmn
∗∗

  

∗
∫ ∫=

( ) ( )

  )9      (                     

  :نحصل علي) 8(من ) 9(بطرح العلاقة و

( )10(              ) τψψτψψτψψ daadÂdÂ nmmnmnnm ∫∫∫ ∗∗∗∗ −=−

mm aa =

  

دائماً ) 10(لاقة  إن الطرف الأيمن للع   ف،  ∗ طيف حقيقي، أي أن      Âبما أن طيف المؤثر     

صفر ساوياً لل دما. م ه عن nm لأن ون= ن    يك دما .  ولك وعن 1=∗ τψψ dnmnm aa =∗

n

∫
m≠   يكون nma a≠∗   0 ولكن=∫ ∗ τψ dnmψ . شرط أن يكون المؤثر     علي وبذلك نحصل

Â5(العلاقة "راً هيرميتياً  مؤث"(:   

( ) ( )∫
∗

∫∗ =     d τ ψÂ  ψ d τd  ψÂ  ψ mnnm

nnn aÂ ψψ =

( ) ∗∗

  )5                  (       

  .تكون علي آل الفراغ المعرف) 5(ويجب ملاحظة أن التكاملات في العلاقة 

א א :א
א :א

  .القيم الملائمة للمؤثر الهيرميتي قيم حقيقية

  : القيمة الملائمةan وأن Â  الهيرميتي  دالة ملائمة للمؤثرψnلك نفرض أن وللإثبات ذ

)11                                              (  

  ):11(بأخذ المرافق للعلاقة 
∗
= nnn aÂ ψψ  ) 12                                            (
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∗من اليسار في     ) 12(،  )11(العلاقة  وبضرب آل من    
nψ  ،ψn      م إجراء التكامل ي لترتيب ث  عل

   :علي آل الفراغ المعرف نحصل علي

( ) nnnnnn adadÂ == ∗∫ ∫ )13                            (∗ τψψτψψ

( ) ∗∗∗∗
==

  

∫∫ nnnnnn adadÂ τψψτψψ  )14                           (

ؤثر  ؤثر هيرميتÂولأن الم ين   م سران للعلاقت ان الأي ون الطرف ساويين، ) 14(، )13(ي فيك مت

  :وبالتالي نحصل علي
∗                                                               = nn aa

nnn aÂ ψψ =

mmm aÂ ψψ =

  

  . عددا حقيقياanًوهذا لايتحقق إلا عندما تكون 

א :א
  . مختلفتين هما دالتان متعامدتانملائمتينتي ولهما قيمتين أي دالتين ملائمتين للمؤثر الهيرمي

ات و ك لإثب ؤثرψm ،ψnفرض أن نذل ان للم ان ملائمت ي  دالت  am ،an وأن Â  الهيرميت

  :هما القيمتان الملائمتان لهما

) 15                                              (  

) 16                (                              

∗ راغ المعرف نحصل              mψمن اليسار في    ) 15(وبضرب العلاقة    ي آل الف  ثم إجراء التكامل عل

   :علي

)17                            (( ) τψψτψψ dadÂ nmnnm
∗∫ ∫∗ =

( ) ( ) τψψτψψτψψ dadÂdÂ mnmmnnm
∗

  

  :يساوى) 17(ر للعلاقة  مؤثر هيرميتي، فإن الطرف الأيسÂولأن المؤثر 
∗∗ ∫∫∫ ==

( ) 0=−

  )18                  (

ة  و تخدام العلاق ك باس ي أن   ) 16(ذل نص عل ي ت سابقة والت ة ال ي amوالنظري دد حقيق ن .  ع وم

  :جد أنن) 18(، )17(العلاقتين 
∗∫ )19         (                      τψψ daa nmmn

nm a≠nm

  

   :، فنحصل علي= عندما aوحيث أن 
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mn;dnm ≠=∫ ∗ 0τψψ

n,,,iaÂ ii L21=∀= ψψ

nm,in,m;dnm ≠∈≠∫ ∗ 0τψψ

11 ψψ aÂ =

22 ψψ aÂ =

2211

)20                               (  

   .Â للمؤثر الهيرميتي  ψm ،ψnوهذا هو شرط تعامد الدالتان الملائمتان  

א א"א :"degeneracyא
والتي تقابلنا في بعض   " n-fold degenerateالتفسخ  "n من الرتبة لفي حالة الإنحلا  

اك     ون هن ة يك ة الكمي ة  nالأنظم ة ذاتي ة  ψi دال ة   "مختلف دة خطي ر معتم  linearlyغي

independent "     لها نفس القيمة الذاتيةa   للمؤثر Â.             دوال ك ال سابقة تكون تل ة ال اً للنظري  وطبق

  :ي أنه في حالةأ.  غيرمتعامدةψIالذاتية المختلفة 

                                  

                          

  ".الدوال المنحلة لن تكون دوالاً متعامدة "ويمكن تلخيص تلك النتيجة في العبارة 

א :א
ا نفس الق       ψiة  ملائم الال  ودال مجموعة ة    م ي والتي له ؤثر    aة الذاتي ل  تي   وال Âللم تمث

ة    nتكون فراغاً جزئياً بعده ،  nحالة الإنحلال من الرتبة      ة الذاتي  ويسمي الفراغ المتعلق بالقيم

a .دالة ذاتية للمؤثرتمثل  ترآيبة خطية من تلك المجموعة وأي .  

   :وبفرض أن 2ولإثبات ذلك سوف ندرس حالة إنحلال من الرتبة 

                                                                            

                                                                           

  :وبفرض الترآيبة الخطية

ψ ψ ψ                                                          CC +=

2211 ψψψ CÂCÂÂ +=

22112211 ψψψψ aCaCÂCÂC +=+

   ( )2211

  

   : نحصل عليÂوبالتأثير عليها بالمؤثر 

                                                     

               =   

ψ CCa ψ=  +                                                  

                                                                           ψa=  
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   .Â دالة ذاتية للمؤثر ψأي أن الترآيبة الخطية 

:
=dxdÂهل المؤثر

( )

   مؤثر هيرميتي أم غير هيرميتي؟

:א
ساويين                 ) 5(لحل هذا المثال سنحسب طرفي العلاقة        م نبحث هل الطرفين مت ي حدى ، ث آل عل

  . فيكون المؤثر هيرميتي أم غير متساويين فيكون المؤثر غير هيرميتي

   :نحسب الطرف الأيسر: أولاً

                          

∫∫∫
∞
∞

∗∞
∞

∗∞
∞

∗ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= -

2
12- 1- 21    dx

dx
dψdxψ

dx
dψ dx ψÂψ ψ

  

  :وتنص عليمستخدمين نظرية التكامل بالتجزيء والتي  نحسب الطرف الأيمن: ثانياً

duudu ∫∫ = v-vv

( )

                                           

                        dx
dx

ddxψ
dx
dψdx ψÂψ ∫∫∫

∞

∞−

∗∞

∞−

∗
∞

∞−

∗
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1

21212  ψψ  

dx
dx

ddx
dx

d
∫∫
∞

∞−
∗∞

∞−
∗∞

∞−
∗ −=−= 2

1
2

112
ψ ψ                ψψψ ψ

012 =
∞

∞−
∗ψψ ة دودة     ψ لأن الدال ون مح ب أن تك ة فيج ة حال د   " دال صفر عن ؤول لل أي ت

  : أنواضحو".  المالانهاية

                                                dx
dx

dψdx
dx

dψ ∫∫ ∗∗ −≠ 2
1

2
1

ψ ψ  

ؤثر    إن الم الي ف ن وبالت ساوي الطرف الأيم سر لاي ر =dxdÂأي أن الطرف الأي ؤثر غي  م

  . هيرميتي
  

:
   مؤثر هيرميتي أم غير هيرميتي؟=dxdiÂهل المؤثر
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( )

:א
ساويين                 ) 5(ل هذا المثال سنحسب طرفي العلاقة       لح م نبحث هل الطرفين مت ي حدى ، ث آل عل

  . فيكون المؤثر هيرميتي أم غير متساويين فيكون المؤثر غير هيرميتي

   :نحسب الطرف الأيسر: أولاً

                 ∫∫∫
∞

∞
∗∞

∞
∗∞

∞
∗ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

-
2

12- 1- 21    dx
dx

dψidxψ
dx
diψ dx ψÂψ ψ  

  :ل بالتجزيء والتي وتنص عليمستخدمين نظرية التكام نحسب الطرف الأيمن: ثانياً

duudu ∫∫ = v-vv

( )

                                           

               dx
dx

didxψ
dx
diψdx ψÂψ ∫∫∫

∞

∞−

∗∞

∞−

∗
∞

∞−

∗
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1

21212  ψψ  

dx
dx

didx
dx

dii ∫∫
∞

∞−
∗∞

∞−
∗∞

∞−
∗ =+−= 2

1
2

112
ψ ψ                ψψψ ψ

012 =−
∞

∞−
∗ψψi    لأن الدالة ψ           ة فيجب أن تكون محدودة د    " دالة حال صفر عن ؤول لل أي ت

ةال ح أن".  مالانهاي إن   وواض الي ف ن وبالت رف الأيم ساوي الط سر ي رف الأي الط

=dxdiÂالمؤثر

B̂

  .  مؤثر هيرميتي
  

אא−3 אא :א
الة  معاً علي نفس الد ،  عندما تدعو الحاجة إلي التأثير بمؤثرين          Âψ  ولي  فيجب أن ن

اً         ؤثر ثاني ا ي ؤثر أولاً وأيهم ؤثرين ي ةً   .أهمية آبيرة إلي أي الم .  فبصفة عام

دار سمي المق ؤثرين وي ة الم ادل العكوسأو " بمبادل  ويكتب "commutator" تب

  :في الصورة المختصرة

ψψ ÂB̂B̂Â ≠

ÂB̂B̂Â −

ÂB̂B̂ÂB̂,Â −=]

0] =B̂,Â

                                           [  

ة إذا أُ      س النتيج ي نف ان إل ذان يؤدي ؤثران الل سمي الم دِوي ؤثران    لَب ا م ا بأنهم ب تأثيرهم  ترتي

   : وهما يحققا العلاقةمتبادلان،

                                                           [  
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0] ≠B̂,Â

Â,B̂

ادلان  أُبدِلَ أما المؤثران اللذان لايعطيا نفس النتيجة إذا       ر متب ،  ترتيب تأثيرهما بأنهما مؤثران غي

   :وهما يحققا العلاقة

                                                           [  
  

א א :א
א :א

ؤثران  ل دينا الم ان ل ايرة    و آ ة المع ة الكامل س المجموع ا نف سواة" لهم " الم

 .فإن المؤثرين يكونان متبادلان nψ والمتعامدة من الدوال الذاتية

   :أي أن المطلوب إثبات أن

                                                           [  0] =B̂,Â

nnn aÂ ψψ =

nnn bB̂ ψψ =

B̂Â

nnnnnn baB̂aÂB̂ ψψψ ==

nnnnnn abÂbB̂Â ψψψ ==

0=− nn ÂB̂B̂Â ψψ

0] =B̂,Â

Â,B̂

n

  :عندما يكون

                                                         

                                                         

   : نحصل عليثانية في  وال في  من اليساربضرب المعادلة الأولي

                                 

                                  

  :وبطرح العلاقتين السابقتين نحصل علي

                                                 

   :أي أن

                                                           [  

א :א
ؤثران   دينا الم ان ل و آ ؤثرين   ل إن الم ادلين ف ا متب ة  وآان ا نفس المجموع لهم

 .ψذاتية والمتعامدة من الدوال ال" المسواة"الكاملة المعايرة 
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nnn aÂ ψψ =

B̂

nnn B̂aÂB̂ ψψ =

nn B̂ÂÂB̂ ψψ =

nnn B̂aB̂Â ψψ =

nB̂ψnψn

سابقة    ة ال ة عكس النظري ذه النظري ؤثر  . ه رض أن الم ك نف ات ذل ة Âولإثب ه مجموع  ل

   : أي أنψnالدوال الذاتية المتعامدة والمسواة 

                                                         

   : نحصل عليفي بضرب هذه المعادلة من اليسار 

                                                      

   :وبما أن المؤثرين متبادلين أي أن

                                                       

   :يفمن العلاقتين السابقتين نحصل عل

                                                      

ؤثر أي أن  ة للم ة ذاتي ة Â دال ة الذاتي ا نفس القيم ث أن an وله ،  وحي B̂ψ ستا  لي

   :حالة أنحلال فلابد أن يكون

                                                 nnnn bB̂ ψψψ == constant

B̂

][] Â,B̂B̂,Â −=

0] =Â,Â

0][] =+ Â,B̂B̂,Â

][][] Ĉ,ÂB̂,ÂĈB̂,Â +=+

][][] Ĉ,B̂Ĉ,ÂĈ,B̂Â +=+

][][] Ĉ,ÂB̂ĈB̂,ÂĈB̂,Â +=

][][] Ĉ,B̂ÂB̂Ĉ,ÂĈ,B̂Â +=

212122112121 ][][] B̂B̂,ÂÂB̂,ÂÂB̂B̂B̂,ÂÂ +=

  .ψn له نفس مجموعة الدوال الذاتية المتعامدة والمسواة أي أن المؤثر 

א א :א
   : منهااًهناك العديد من خواص أقواس التبادل سنذآر هنا بعض

                                                                   [  

                                                                                 [  

                                                               [  

                                              [  

                                              [  

                                           [  

                                           [  

          [  
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0][][] ][][][ =++ Â,Ĉ,B̂B̂,Â,ĈĈ,B̂,Â

][] 1 B̂,ÂBnB̂,Â nn −=

][] 1 B̂,ÂAnB̂,Â nn −=

              [   

                                                       [  

                                                       [  
  

:
  :أثبت أن

                                           1    
d x
d x , −=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡  

  

                                         1     , x  
d x
d  +=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡  

:א
  :لإثبات ذلك نحسب قيمة

( ) ( )                      ( )∫∫∫ −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ dxxfx

dx
ddxxf

dx
dxdxxf

dx
d,x  

  :ساوي قانون تفاضل حاصل ضرب دالتين ويمكن حسابه من في الطرف الأيمن يثانيالحد ال

( )                               ( ) ( )∫∫∫ += dxxfdxxf
dx
dxdxxfx

dx
d  

                                                       ( ) ( )∫∫ −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∴ dxxfdxxf

dx
d,x  

  :أي أن

                                                                    1−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

dx
d,x  

  :وبالمثل

( ) ( )                      ( )∫∫∫ −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ dxxf

dx
dxdxxfx

dx
ddxxfx,

dx
d  
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( ) ( )     ( )∫ ∫∫ −+= dxxf
dx
dxdxxfdxxf

dx
dx  

( )∫= dxxf                                                             

  :أي أن

                                                                     1+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ x,
dx
d

]xp̂ , x̂ 

xp̂

  

  

:
  :احسب

                                          [  

:א
اه       ي اتج ة ف ة الحرآ ؤثر آمي و م ساوي x ه xi وي ∂∂hx̂

[ ] ( )

داثي   ، − ؤثر الإح و م  x ه

  :ب قيمةاحسوب الآن والمطل. xويساوي 

                  ( ) ( )∫∫∫ ∂
∂
∂

+∂
∂
∂

−=∂ xxfx
x

ixxf
x

xixxfp̂,x̂ x hh  

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∂+∂
∂
∂

+∂
∂
∂

−= xxfixxf
x

xixxf
x

xi hhh

( )∫ ∂= xxfih

hip̂,x̂ x =]

hix̂,p̂x −=]
hiŷ,p̂ y −=]
hiẑ,p̂z −=]

  

                                                                    

  :أي أن

                                                                                 [  

   :وبالمثل يمكن اثبات أن

                                                                              [  

                                                                              [،  

                                                                              [،  
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 ]yx p̂ , p̂

xp̂

ة، أي لايمكن  ر متبادل ؤثرات غي داثيات هي م ة والإح ة الحرآ ؤثرات آمي ين أن م ذا يتب ومن ه

  .قياسهما معاً في آن واحد
  

:
  :احسب

                                        [  

:א
i ويساوي   x هو مؤثر آمية الحرآة في اتجاه         x∂− ∂hyp̂  هو مؤثر آمية الحرآة في       ،  

yi ويساوي yاتجاه  ∂− ∂h

[ ] ( ) ( )

  : والمطلوب الآن حساب قيمة

                  ( )∫∫ ∂∂
∂

∂ ∂
∂

−=∂∂ yxy,xf
yx

iyxy,xfp̂,p̂ yx
2h

( )

  

             ( )∫ ∂∂
∂

∂ ∂
∂

−− yxy,xf
yx

i 2h

0

  

                                                                =  

  :أي أن

                                                                [  0 ] =yx p̂ , p̂

0 ] =zx p̂ , p̂

0 ] =zy p̂ , p̂

][][] Ĉ,ÂB̂ĈB̂,ÂĈB̂,Â +=

   :مكن اثبات أنوبالمثل ي

                                                                              [  

                                                                              [،  

ل            ؤثرات التي تمث ة، أي يمكن             ومن هذا يتبين أن الم ؤثرات متبادل ة هي م ة الحرآ ات آمي مرآب

  . في آن واحدة تامةقتحديد المرآبات الثلاثة لكمية الحرآة بد
  

:
  :اثبت أن

                                         [  

:א
 13



 المؤثرات                                       هشام العطار                  ./      د                                          2ميكانيكا الكم   
 

ÂĈB̂ĈB̂ÂĈB̂,Â −=]
ĈÂB̂

ĈÂB̂ĈÂB̂ÂĈB̂ĈB̂ÂĈB̂,Â −+−=]

ÂĈB̂ĈÂB̂ĈÂB̂ĈB̂ÂĈB̂,Â −+−=]

                                                [  

  : إلي الطرف الأيمن نحصل علييإضافة وطرح المقدار

                      [   

  :وبإعادة ترتيب حدود الطرف الأيمن نحصل علي

                    [  

( ) ( )ÂĈĈÂB̂ĈÂB̂B̂Â −+−=

][][ Ĉ,ÂB̂ĈB̂,Â +=
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