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 رابعالفصل ال

Linear Harmonic Oscillator                                                        المتذبذب التوافقي الخطي

 حول موضع استقراره يتحرك ذهابا وايابا m وفقا للنظرية الكلاسيكية فان المتذبذب التوافقي عبارة عن جسيم كتلته 

 اي ان    Restoring Force  تحت تاثير القوة المعيدة

 kxF   

، والاشارة السالبة تعني ان القوة تكون باتجااه معااكلا لااتجااه قدار ثابت ويطلق عليه ثابت القوةتمثل م kحيث ان 

  :ثانيحركة من خلال قانون نيوتن اليمكن الحصول على معادلة ال  .xالازاحة 
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  هما التردد الزاوي ، ان معادلة الحركة اعلاه تقبل بنوعين من الحلول 

 tax cos  

 tax sin  

 aوسعة    وكلا الحلين يمثل حركة اهتزازية بتردد زاوي  

 ويرتبط الجهد بالقوة بالعلاقة 
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 وبعد اجراء عملية التكامل لهذه المعادلة نجد ان
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 :التوافقي يمكن ايجادها وكما يلي ان الطاقة الكلية للمتذبذب

 )(xVTE   
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 من خلال الدراسة الكلاسيكية للمتذبذب التوافقي اعلاه يمكن ان نستنتج مايلي

1. The minimum energy of H.O. is zero. 
2. The energy of H.O. has a continuous spectrum of values. 

3. The probability density of finding the oscillating particle has an inverse 
proportionality with its speed. 

 الطاقة الدنيا للمتذبذب التوافقي تساوي صفر. .1

 التوافقي لها طيف مستمر من القيم .الطاقة للمتذبذب  .2

 .مالية للمتذبذب تتناسب مع السرعةكثافة الاحت .3

 لاتوجد حدود قصوى تفرض على الطاقة التي يمكن ان يتخذها المتذبذب التوافقي . .4

 

دة ديات عملية ع. حيث ترتبط هذه المسألة في تطبيقالمسائل المهمة في ميكانيك الكم ان مسالة المتذبذب التوافقي من

مثاال اهتااازاز جزيذااات وذرات الماااواد الصاالبة التاااي تقاارب عاااادة ماان اهتااازازات توافقيااة بسااايطة وكااذلك المجاااال 

 .من الاهتزازات التوافقية البسيطةالكهرومغناطيسي الذي يمكن اعتباره في تطبيقات كثيرة كعدد 
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 ic OscillatorQuantum Theory Of Harmon         النظريةةةل الةملةةةل لبمتذبةةةذب التةةةوافقي

 

 ) (The Hamiltonian of  H.O  isالمؤثر الهاملتوني للمتذبذب التوافقي هو  
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 متغيرات خالية من الوحداتهي  n  ،yاثبت ان المتغيرات     /س 

 
 يمكن حلها بثلاث طرق هي :    (2)المعادلة 

 Schrödinger Treatmentطريقة شرودنكر او معالجة شرودنكر       .1

 Operator Treatmentطريقة المؤثرات       .2

 Matrix Treatmentطريقة المصفوفات       .3

 

 

 Schrödinger Treatmentطريقة شرودنكر       .1

 (  تصبح بالصيغة التالية2فالمعادلة  )  nالمقدار يمكن اهمال   y في حالة 
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 كبيرة فاذا فرضنا ان  y  فيها والان نجد الحل التقريبي للحالة التي تكون
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 نحصل   (2)  وبتعويض العلاقة الاخيرة في المعادلة
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 :لها الصيغة الرياضية التالية  nان معادلة هيرمت التفاضلية من الدرجة  

0)(2)(2)(  yHnyHyyH nnn                                       (7) 

 الصيغة الرياضية لهذا الحل Hermit Polynomial وحل هذه المعادلة يدعى بمتعددة حدود هيرمت  
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 اي ان nNمعيرة نضربها بثابت مثل  ولاجل ان تكون دالة الموجة للمتذبذب التوافقي

2

2

1

)()(
y

nnn eyHNy


                                (8) 

 لاحقا  nNحيث سنجد قيمة ثابت المعايرة  

 الان يمكن كتابتها بالشكل التالي  (8)  المعادلة
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تمثال   (10ادلاة )تمثل الصيغة العامة لدوال الموجة الذاتية والتي تصف المتذباذب التاوافقي والمع ( 9)  ان المعادلة 

 3,2,1,0nوياخاذ الاعااداد الصااحيحة هاو العاادد الكمااي   n، حيااث  المتذباذب التااوافقيطاقااة لذاتيااة لالقايم ا

 هي طاقة مكممة واقل قيمة لهذه الطاقة هي المتذبذب التوافقيطاقة تدلنا على ان  ( 10)  والمعادلة
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 .المتذبذب امتلاكهاطاقة نقطة الصفر وهي اقل طاقة يستطيع والتي تسمى ب   0nلعدد الكمي  التي تتميز با
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 الشكل يمثل مستويات الطاقة وهي

 متباعدة بمقادير متساوية كل منها  
 

 

 

 

 

  n  لاول اربعة حالات من   yHn    ،n     ،nE)(جد    / س

 -:الحل

 باستخدام العلاقات التالية

 
22

)()( y

n

n
yn

n e
dy

d
eyH   

 12  nn  

 )(
2

1
 nEn   

n )(yHn  n  nE  

0 1 1 
2

1
 

1 2y 3 
2

3
 

2 4y2-2 5 
2

5
 

3 8y3-12y 7 
2

7
 

 

 

 

 



 160 

 ng FunctionirateneG                                                                                        الدالل المولدة 

 ة الرياضية تدعى بالدالة المولدةالدال

 )(2

),( ytyeytG   

 tyteytG 22

),(                                      (11) 

 ط معها بالعلاقة وهي احدى اهم النظريات التي تتعلق بكثيرة حدود هيرمت وترتب
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  الدوال الموجلل لبمتذبذب التوافقي متعامدة وعلاريل
lof H.O are Orthonorma FunctionThe Wave  

  
ا عن ة وقد عبرنصل الثاني ان الدوال الموجية التي تحقق معادلة شرودنكر هي دوال وعيارية و متعامدلقد بينا في الف

 هذه الحقيقة من خلال المعادلة
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 nN ايجاد ثابت التعللر

 ط العيارينستخدم الشر  nNلايجاد ثابت التعيير 
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 ولايجاد هذا التكامل نستخدم تعريف الدالة المولدة كما يلي
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 ريل الةمللظريل الةلاسلةلل مع النظمقارنل الن

 Comparison of classical theory with quantum theory 

 

 

 تختلف النتائج التي حصلنا عليها عن نتائج النظرية الكلاسيكية فيما يلي

الحالة الدنيا لاتساوي صفر واقل قيمة للطاقة يمكن ان يتخذها المتذبذب هي طاقة  .1
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 H.Wواجب بلتي  

Prove that: 
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 باستخدام الدالة المولدة
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2 Prove that )()()( 112
1 ynHyHyyH nnn    

Solution: 

 باستخدام الدالة المولدة
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2

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

tyHn

n

tyH

n

tyH
y  
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1

0

1

0 )!1()1(

)()1(

)!1(

)(2

)!1(

)(2

n

n
n

n

n
n

n

n
n

nnn

tyHn

n

tyH

nn

tyyH
 

 0
)!1(

)(

)!1(

)(2

)!1(

)(2

0

1

0

1

0























 n

n
n

n

n
n

n

n
n

nn

tyH

n

tyH

nn

tyyH
 

 0
)(

)(2
)(2

)!1(

1
1

0





















n

yH
yH

n

yyH

n

t n
n

n

n

n

 

 0
)(

)(2
)(2 1

1  


n

yH
yH

n

yyH n
n

n  

نضرب في   
2

n
 والترتيب نحصل على   

     )()()( 112
1 ynHyHyyH nnn    وهو المطلوب             
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3. Prove that:    0)(2)(2)(  ynHyHyyH nnn
 

Solution: 

 باستخدام المعادلة

 )(2)( 1 ynHyH nn              (a) 

 )()1(2)(1 yHnyH nn 
  

 )(2)(2)(1 yHynHyH nnn 
            (b) 

 ينتج  (a)  باخذ المشتقة الجزئية لطرفي المعادلة

 )(2)( 1 yHnyH nn 
             (c) 

 وباستخدام المعادلة

 )()()( 112
1 ynHyHyyH nnn    

  yباخذ المشتقة لطرفي المعادلة اعلاه بالنسية لـ  و

 )()()()( 112
1 yHnyHyHyHy nnnn 

  

 ينتج في المعادلة اعلاه b  ، c  وبالتعويض عن

 
2

)(
))(2)(2()()(

2
1

yH
yHynHyHyHy n

nnnn


  

 
2

)(
)()()()(

yH
yHynHyHyHy n

nnnn


  

 ونرتب نحصل على  2نضرب في 

 0)(2)(2)(  ynHyHyyH nnn  وهو المطلوب        
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4. Prove that:   )()( 12
1

12
yyy n

n
n

n
n 


    

Solution: 

2

2

1

)()(
y

nnn eyHNy


  

  yنضرب طرفي المعادلة في 

 )()(
2

2

1

yHyeNyy n

y

nn



  

 باستخدام المعادلة

 )()()( 12
1

1 yHynHyyH nnn    

  )()()( 12
1

1
2

1 2

yHynHeNyy nn

y

nn 



  

وبالتعويض عن قيمة  
!2

1

n
N

n
n     

 












 





!22

)(

!2

)(
)( 112

1 2

n

yH

n

ynH
eyy

n

n

n

n
y

n  

 
































)!1(22

)(1

)!1(22

)(
)(

1

1

1

12

1 2

n

yHn

nn

ynH
eyy

n

n

n

n
y

n  

    )()( 12
1

12
yyy n

n
n

n
n 


    وهو المطلوب             
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5. Prove that:      )(2)(
)(

1 ynyy
dy

yd
nn

n
 


 

Solution: 

)()(
2

2

1

yHeNy n

y

nn



  

  y معادلة اعلاه بالنسية لـباخذ المشتقة لطرفي ال

 )()()(
)(

22

2

1

2

1

yHeNyHyeN
dy

yd
n

y

nn

y

n
n 


 

 )()(
22

2

1

2

1

yHeNyHeyN n

y

nn

y

n




 

 باستخدام المعادلة

 )(2)( 1 ynHyH nn   

 )(2)( 1
2

1

2

1 22

yHenNyHeNy n

y

nn

y

n 



  

  nNوبالتعويض عن قيمة  

 



!2

)(2 1
2

y2

n

yHen
y

n

n

n





  

 



)!1(22

)(2

1

1
2

1 2










nn

yHen
y

n

n

y

n  

 )(2 1
2

1

2

yHeNny n

y

nn 



   

   )(2)(
)(

1 ynyy
dy

yd
nn

n
 


 وهو المطلوب               
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6. Prove that:         )()()(
2

1
1 yny

dy

d
y nn    

Solution: 

 باستخدام المعادلة

 )(2)(
)(

1 ynyy
dy

yd
nn

n
 


 

 )(2
)(

)( 1 yn
dy

yd
yy n

n
n  


  

 )()()(
2

1
1 yny

dy

d
y nn    

     )()(ˆ 1 ynya nn    وهو المطلوب           

)(يسمى المؤثر 
2

1

dy

d
y   بالمؤثر الخافض Operator Destruction    ويرمز له بالرمزâ  اي ان       

)(
2

1
ˆ

dy

d
ya   

)(ويسمى المؤثر 
2

1

dy

d
y   بالمؤثر الرافع  peratorCreation O    ويرمز له بالرمزâ   اي ان    

)(
2

1
ˆ

dy

d
ya 
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7. Prove that:         )(1)()(
2

1
1 yny

dy

d
y nn    

                       or  )(1)(ˆ 1 ynya nn 
    

Solution: 

 باستخدام المعادلات

 )()( 12
1

12
yyy n

n
n

n
n 


             (a) 

 )(2)(
)(

1 ynyy
dy

yd
nn

n
 


          (b) 

  (a)من معادلة 

  

  )()()( 12
12

1 yyyy n
n

nnn 


             (c) 

1)(اي   cوبالتعويض عن قيمة   yn     في معادلة)b)  ينتج 

  ))()((2)(
)(

12
12 yyynyy

dy

yd
n

n
nnn

n


 


 

 )(2)(2)(
)(

12
1 yyyyy

dy

yd
n

n
nn

n


 


 

 )(12)(
)(

1 ynyy
dy

yd
nn

n
 


 

 )(12
)(

)( 1 yn
dy

yd
yy n

n
n  


  

 )(1)()(
2

1
1 yny

dy

d
y nn    

      )(1)(ˆ 1 ynya nn 
    وهو المطلوب        
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 برهن ان القيمة المتوقعة للطاقة الكامنة للمتذبذب التوافقي لحالة ذاتية للطاقة هي  /س 

 )()(
2
1

2
1  nxV  

  nE
2
1  

Solution: 

 باستخدام المعادلة

 )()( 12
1

12
yyy n

n
n

n
n 


             (a) 

1)(بضرب في  yn   في طرفي المعادلة )a(  ونكامل على الفضاء ينتج 

dyyydyyydyyyy nn
n

nn
n

nn )()()()()()( 112
1

1121 




















     

 وبما ان دوال الموجة للمتذبذب التوافقي هي دوال  متعامدة وعيارية اي ان

 1)()( 11 





 dyyy nn   

 0)()( 11 





 dyyy nn   

     
2

1
1 )()( 





 
n

nn dyyyy            (b) 

1)(وبضرب في  yn   في طرفي المعادلة) aونكامل على الفضاء ينتج  ) 

dyyydyyydyyyy nn
n

nn
n

nn )()()()()()( 112
1

1121 




















          

21 )()( n
nn dyyyy 





              (c) 

 القيمة المتوقعة للطاقة الكامنة تساوي

  22

2
1)( xmxV   


2

2
2

2

1




y
m  
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 2

2

2

2

1
y

m




 

yy)(في  )a( وبضرب طرفي المعادلة  n   ونكامل على الفضاء ينتج 

dyyyydyyyydyyyy nn
n

nn
n

nn )()()()()()( 12
1

12

2  

















  

 ينتجفي المعادلة الاخيرة  (c)،  (b)وبالتعويض عن 

 
2

1
2

1
22

22 )()( 





 
nnnn

nn dyyyyy   

 
2

1

2

1

2

2 


 n
nn

y  

      2

2

2

2

1
)( y

m
xV




 

 )
2

1
(

2

1
)(

2

2

 n
m

xV



 

     





m
2

 

 )
2

1
(

2

1
)(

2

 n
m

m
xV 




 

                          )
2

1
(

2

1
 n  

    nE
2

1
  وهو المطلوب           
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 اولا :تكاملات مفيدة

 0
2






 dxex axn    (n  odd) 

 فردية فقيمة التكامل يساوي صفر   nاذا كانت  

Example: 1 

0
2






 dxex ax  

Example: 2 

 0
23 





 dxex ax  

 

 ثانلا    

 
a

dxe ax 






 2

 

 نحصل على  (a) وباخذ المشتقة لطرفي المعادلة اعلاه بالنسبة لـ 

 
3

2

2

12

a
dxex ax 






  

 ـ  نحصل على  (a) وباجراء نفلا العمل اي باخذ المشتقة لطرفي المعادلة اعلاه بالنسبة ل

 
5

4

4

32

a
dxex ax 
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 عامدة وعياريةبرهن ان الدوال الموجية التالية هي دوال مت  : 9س

 2
0

22

4
1

2
1

)/(

x

e






  

 2
1

22

4
1

2
1

2
1

)(2)2/(

x

ex






  

 لقد بينا في الفصل الثاني ان مجموعة من الدوال التي تحقق المعادلة

mnnm d  




*  

   Orthonormal Set of Functionتسمى مجموعة من الدوال العيارية المتعامدة 

1mn   at  nm        تكون عيارية اذا       

0mn   at  nm            تكون متعامدة اذا      

 اولا

 0
2

2
)()(

22

2
1

2

10  








 dxexdxxx x




  

 من الملاحط ان الدالة فردية فقيمة التكامل يساوي صفر اذن الدوال متعامدة

     0)()( 10 




dxxx   

 ثانلا

 dxedxxx x22

)()( 00





 









   

 1







 

 اذن الدوال عيارية

 

 

 اخلرا
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 dxexdxxx x222
3

11
2

4
)()( 




 









   

 1
2

12
3

3









 

 1)()( 11 




dxxx   اذن الدوال عيارية                         

 وهو المطلوب                                                           
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0)(مستخدما   pxجد   :10 س x  في السؤال التاسع 

Solution: 

      هو  xفي الموضع  )Variance (التفاوت 

222)(  xxx     2
1

22  xxx  

 هو  xpالتفاوت في الزخم  

222)(  xxx ppp     2
1

22  xxx ppp  

2اذن يجب عبينا ايجاد كل من   x  ، 2x  ،2 xp  ، 2
xp    وبعد  ذلك ايجادpx  

 اولا ايجاد x 






 dxxxxx )(ˆ)( 00   

dxxe x







22




 

0  
 لان الدالة فردية فقيمة التكامل يساوي صفر

 0 x    02 x  

 ثانلا ايجاد 2x 

 




 dxxxxx )(ˆ)( 0
2

0
2   

 dxex x







222 




 

 
32

1








  

 
2

1

2

1


  

  2
1

22  xxx  
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1

2

1
)0

1

2

1
( 2

1

2
  

  ثالثا ايجاد xp 

 




 dxxpxp x )(ˆ)( 00   

بما ان    
x

ipx



 ˆ 

 dxe
x

ie

xx

22

22

4
1

2
122

4
1

2
1

)(



















    

 dxe
x

e
i

xx

22

2222 













 


 

 dxexe
i

xx

222

2222

)(
















 


 

 dxex
i x







22

3





 

 لان الدالة فردية فقيمة التكامل يساوي صفر

   0 xp    02 xp  

  رابعا ايجاد 2
xp 

 




 dxxpxp xx )(ˆ)( 0
2

0
2   

بما ان    
2

2
22ˆ

x
px




   

 dxe
x

e

xx

2
2

2
22

22

4
1

2
122

4
1

2
1

)(
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 dxe
x

e

xx

2
2

2

2

2 2222 



 








 


 

2ايجاد   
2

2
22x

e
x






  

 )( 22
2

2
2222 xx

e
xx

e
x

 













 

 )( 22

22x

ex
x











  

 )( 22

22x

ex
x










  

 )( 22222

2222 xx

exe







  

 22422

2222 xx

exe







  

    dxexee

xxx

)( 224222

2 222222 




 








 


 

 dxedxe xx











 
2222

2523








 
 

 
3

2523

2

1



















 

 
2222

2

1
    

` 
22

2

1
  

  2
1

22  xxx ppp  

 

2

1

0
2

1 22
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2

1
  

 



1

2

1

2

1
 xpx  

     
2

1
 xpx  وهو المطلوب          
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Q ) Using the uncertainty relation 
2


 xp  estimate the energy ground state of 

harmonic oscillator 

استخدم مبدا الادقة 
2


 xp  طاقة الحالة الارضية للمتذبذب التوافقيخمن 

Solution: 

 (The Hamiltonian of H.O is)                                  ان هاملتوني المتذبذب التوافقي هو

22
2

ˆ
2

1

2

ˆˆ xm
m

p
H   

 (The expectation value of energy is)                                  القيمة المتوقعة للطاقة هي




 2
22

22
x

m

m

p
EH


 

   222)(  ppp  ,      222)(  xxx  

0           لتوافقيللمتذبذب اويمكن اثبات بان  xp  وكما يلي 

  اولا ايجاد x )القيمة المتوقعة للموضع( 

 باستخدام المعادلة 

)()()( 12
1

12
yyyy n

n
n

n
n 


    

)(اعلاه في  بضرب المعادلة  yn  ونكامل على الفضاء ينتج 

dyyydyyydyyyy nn
n

nn
n

nn 

















 )()()()()()( 12

1
12

  

 ان دوال الموجة للمتذبذب التوافقي هي دوال  متعامدة اذن وبما

 0)()(  




dyyyyy nn         02 y  
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  02 x    

  ثانلا ايجاد p  )القيمة المتوقعة للزخم( 

 dyy
y

iydyypyp nnnn 










 )()()()(ˆ)(    

باستخدام المعادلة التالية لايجاد   
y

n




  

 )(2)(
)(

1 ynyy
dy

yd
nn

n
 


 

 




 dyynyyiyp nnn )}(2)(){)(( 1   

  








 dyyynidyyyyi nnnn )()(2)()( 1   

 0       02 p  

0)( 22  pp           22)( pp  

0)( 22  xx       22)( xx  

2


 xp    

x
p




2


 

    
2

2
2

)(4
)(

x
p





 




 2
22

22
x

m

m

p
E


 

بتعويض عن  2x  ، 2p  
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 2
22

)(
22

)(
x

m

m

p
E 





 

لدينا  
2

2
2

)(4
)(

x
p





 وبالتعويض بالمعادلة اعلاه ينتج 

 2
2

2

2

)(
2)(8

x
m

xm
E 





 

 ولايجاد اقل قيمة للطاقة نفاضل العلاقة الاخيرة وجعلها تساوي صفر

 0)(
)(4)(

2

3

2







xm
xmxd

dE



 

     
m

x
2

)( 2 
  

)(2وبالتعويض عن  x  الطاقةلايجاد 

 








m

m

m
m

x
m

xm
E

22

2
8

)(
2)(8

2
2

2

2

2 



















  

  
4

1

4

1
  

     
2

1
E  وهو المطلوب               
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)()(زوجية فان nبرهن اذا كانت  / س yHyH nn    واذا كانتn   فردية  فان)()( yHyH nn  

 البرهان 

 باستخدام المعادلة 

 
222)()( y

n

n
y

n e
dy

d
eyH   

When  n  even =2 

 
22

2

2
2

2 )()( yy e
dy

d
eyH   

 )(
22 yy e

dy

d

dy

d
e   

 )2(
22 yy ey

dy

d
e   

  )2)2()2(
222 yyy eeyye    

 24 2  y  

 )(242)(4)( 2
22

2 yHyyyH   

  )()( yHyH nn        

When  n   odd=1 

 yyeee
dy

d
eyH yyyy 2)2()()(

22221
1  

 

 )(2)(2)( 11 yHyyyH   

  وهو المطلوب               dod n When   )()( yHyH nn         
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Q) Verify the operator equation 

1. 1))(( 2

2

2

 y
dy

d
y

dy

d
y

dy

d
 

2. 1))(( 2

2

2

 y
dy

d
y

dy

d
y

dy

d
   H.W     واجب بلتي      

Solution:  

1)        )())(( yy
dy

d
y

dy

d
n  

 })()(){( yy
dy

d
y

dy

d
n  

 })(
)(

){( yy
dy

yd
y

dy

d
n

n 


  

 })(
)(

{})(
)(

{ yy
dy

yd
yyy

dy

yd

dy

d
n

n
n

n 





  

 )(
)(

)(
)( 2

2

2

yy
dy

yd
yyy

dy

d

dy

yd
n

n
n

n 





  

 )(
)()(

)(
)( 2

2

2

yy
dy

yd
y

dy

yd
yy

dy

yd
n

nn
n

n 





  

 )()1()()(
)( 2

2

2
2

2

2

yy
dy

d
yyy

dy

yd
nnn

n 


  

Since )(y  is an arbitrary function of y, so we can write the operator equation as: 

1))(( 2

2

2

 y
dy

d
y

dy

d
y

dy

d
 وهو المطلوب             
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 roperato non and destructioCreati                                                افضلالمؤثرات الرافعل والخ

From the following equation 

1. )()()(
2

1
1 yny

dy

d
y nn             (1) 

2. )()()(
2

1
1 yny

dy

d
y nn             (2) 

One can see that the effect of the operator )(
2

1

dy

d
y   on the function  )( yn  it will turn it 

to the wave function that describe the first lower state on the state (n) ; while the effect of the  

)(
2

1

dy

d
y   on same function )( yn  is to turn it to the wave function that describe the first upper 

state of the state (n) ; for these reasons the operator )(
2

1

dy

d
y   is called destruction operator and 

the operator )(
2

1

dy

d
y   is called creation operator and denoted by â  and 

â respectively  

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

1n  

n  

1n  

1nE  

n  

nE  

1nE  

 2
1E    

na ˆ  

naˆ  

1n  

n  

1n  
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Prove that: 

1. )ˆˆ()2(ˆ 2

1

xpixmma 


             (3) 

2. )ˆˆ()2(ˆ 2

1

xpixmma 


              (4) 

3.   1ˆ,ˆ aa               (5) 

4. 
1
2

1
2

ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ ˆ( )

H a a

H a a









  


  

           (6)       

5. )ˆˆ(
2

ˆ
2

1









 aa

m
x




            (7) 

6. )ˆˆ(
2

ˆ
2

1









 aa

m
ipx


            (8) 

7.   aHa ˆˆ,ˆ               (9) 

8.     aHa ˆˆ,ˆ                      (10) 
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1) Prove that   )ˆˆ()2(ˆ 2

1

xpixmma 


   

Solution:  

 
 باستخدام المعادلة

)(
2

1
ˆ

dy

d
ya    

   x
m

y



     ,   

dx

d

mdy

d




  

)ˆ(
2

1
ˆ

dx

d

m
x

m
a



 


  

)
2

ˆ
2

(ˆ
dx

d

m
x

m
a



 


  

dx

d
ipx             xp

i

dx

d
ˆ


  

)ˆ(
2

ˆ
2

xp
i

m
x

m





 


  

xp
m

ix
m

ˆ
2

1
ˆ

2  


  

2
1

)2(

ˆˆ





m

pixm x
  

   )ˆˆ()2(ˆ 2

1

xpixmma 


   وهو المطلوب        
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2) Prove that   )ˆˆ()2(ˆ 2

1

xpixmma 


    

Solution:  

 باستخدام المعادلة

)(
2

1
ˆ

dy

d
ya    

  x
m

y ˆ



     ,   

dx

d

mdy

d




  

)ˆ(
2

1
ˆ

dx

d

m
x

m
a



 


  

)
2

ˆ
2

(ˆ
dx

d

m
x

m
a



 


  

   
dx

d
ipx           xp

i

dx

d
ˆ


  

)ˆ(
2

ˆ
2

xp
i

m
x

m





 


  

xp
m

ix
m

ˆ
2

1
ˆ

2  


  

2
1

)2(

ˆˆ





m

pixm x
  

   )ˆˆ()2(ˆ 2

1

xpixmma 


  وهو المطلوب             
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Prove that: )ˆˆ(ˆ
2
1 aaH  

Solution:  

    2
2

ˆ
22

ˆ
ˆ x

m

m

P
H


  

 باستخدام المعادلات

 )ˆˆ()2(ˆ 2

1

xpixmma 


   

 )ˆˆ()2(ˆ 2

1

xpixmma 


    

 )ˆˆˆˆˆ(
2

1
ˆˆ 2222 pxpimpximxm

m
aa  


 

 




m

pxpipxixm
aa

 22

ˆˆ

2

ˆˆ

2

ˆ
ˆˆ

22

  

   طرفي المعادلة في  نضرب

 
m

p
xppx

ixm
aa

2
)ˆˆˆˆ(

22

ˆ
ˆˆ

222

 
  

وبما اثبتنا سابقا بان     ixppxpx x  )ˆˆˆˆ(ˆ,ˆ   

 
m

pxm
aa

222

ˆ
ˆˆ

222

 



  

 
m

pxm
aa

22

ˆ

2
ˆˆ

222

 



  

     Haa ˆ)ˆˆ(
2
1    وهو المطلوب              

Haa     طريقة يمكن ان نبرهن على ان وبنفلا ال ˆ)ˆˆ(
2
1   
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Prove that:   1ˆ,ˆ aa  

Solution:  

  aaaaaa ˆˆˆˆˆ,ˆ    

 ـ  نضرب طرفي المعادلة ب

  nn aaaaaa  )ˆˆˆˆ(ˆ,ˆ    

nn aaaa  ˆˆˆˆ    

11 ˆˆ1 


  nn anan   

nn nnnn   11  

nnn )1(   

n  

وهو المطلوب            1ˆ,ˆ aa     
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Prove that: )ˆˆ(
2

ˆ
2

1









 aa

m
x




 

 باستخدام المعادلات

 )ˆˆ()2(ˆ 2

1

xpixmma 


   

 )ˆˆ()2(ˆ 2

1

xpixmma 


    

 

)ˆˆˆˆ()2(ˆˆ 2

1

xx pixmpixmmaa 


    

)ˆ2()2(ˆˆ 2

1

xmmaa 


    

2   بالضرب في

1

)2( m  

 xmmaa ˆ2)2)(ˆˆ( 2

1

     

 )ˆˆ(
2

)2(
ˆ

2

1

 aa
m

m
x



 
 

      )ˆˆ(
2

ˆ
2

1









 aa

m
x




 وهو المطلوب            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بالجمع ينتج
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Prove that: )ˆˆ(
2

ˆ
2

1









 aa

m
ipx


 

 باستخدام المعادلات

 )ˆˆ()2(ˆ 2

1

xpixmma 


   

 )ˆˆ()2(ˆ 2

1

xpixmma 


    

 

)ˆˆˆˆ()2(ˆˆ 2

1

xx pixmpixmmaa 


    

)ˆ2()2(ˆˆ 2

1

xpimaa


    

2بالضرب في  

1

)2( m نتجي 

    )ˆˆ(
2

ˆ
2

1









 aa

m
ipx


 وهو المطلوب       
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Prove that:         aHa ˆˆ,ˆ   

Solution:  

   )ˆˆˆˆ(ˆ,ˆ aHHaHa   

 باستخدام المعادلة

 )ˆˆ(ˆ
2
1 aaH  

   aaaaaaHa ˆ)ˆˆ()ˆˆ(ˆˆ,ˆ
2
1

2
1      

 aaaaaaaa ˆˆˆˆˆˆˆˆ
2
1

2
1      

   aaaaaa ˆˆˆˆˆˆ    

 aaaaa ˆ)ˆˆˆˆ(    

        1ˆ,ˆ)ˆˆˆˆ(   aaaaaa  

      aHa ˆˆ,ˆ   وهو المطلوب         
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 perator TreatmentO                                                                   طريقل المؤثراتالمعالجل ب(  2
 

 ( 2من معادلة )

 0)( 2

2

2

 nn
n y

dy

d



 

 )()(
)( 2

2

2

yyy
dy

yd
nnn

n 


  

 )()()( 2

2

2

yyy
dy

d
nnn    

     1))(( 2

2

2

 y
dy

d
y

dy

d
y

dy

d
 

 1))((2

2

2

 y
dy

d
y

dy

d
y

dy

d
 

 )()(1))(( yyy
dy

d
y

dy

d
nn  








  

     





nE2
  

 )(
2

)(1))(( y
E

yy
dy

d
y

dy

d
n

n
n 
















  

طرفي المعادلة في   نضرب
2


  

 )()(1))((
2

yEyy
dy

d
y

dy

d
nnn 














 

 222   

 )()(
2

1
)(

2

1
)(

2

1
yEyy

dy

d
y

dy

d
nnn  








  

      )(
2

1
ˆ

dy

d
ya   
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 )(
2

1
ˆ

dy

d
ya           )(

2

1
ˆ y

dy

d
a    

 )()()
2

1
ˆˆ( yEyaa nnn     

    1-نضرب في 

 )()()
2

1
ˆˆ( yEyaa nnn                             (11) 

 خدام المتطابقةباست

   1ˆ,ˆ aa      1)ˆˆˆˆ(   aaaa  

 )()(}
2

1
)1ˆˆ({ yEyaa nnn    

 من اليسار   âالمعادلة   نضرب

 )(ˆ)(}
2

1
)1ˆˆ{(ˆ yaEyaaa nnn     

 )(ˆ)()ˆ
2

1
ˆˆˆ( yaEyaaaa nnn     

 من القوس من اليمين âخراج وبا

 )(ˆ)(ˆ)
2

1
ˆˆ( yaEyaaa nnn      

(للقوس   1طرح نضيف ون
2

1
ˆˆ( aa  فتصبح 

 )(ˆ)(ˆ)11
2

1
ˆˆ( yaEyaaa nnn     

 )(ˆ)(ˆ)1
2

1
ˆˆ( yaEyaaa nnn     
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  بالترتيب

 )(ˆ)(ˆ)(ˆ)
2

1
ˆˆ( yaEyayaaa nnnn      

 )(ˆ)(ˆ)(ˆ)
2

1
ˆˆ( yayaEyaaa nnnn      

 )(ˆ)()(ˆ)
2

1
ˆˆ( yaEyaaa nnn      

     )
2

1
ˆˆ(ˆ  aaH   

      )(ˆ)()(ˆˆ yaEyaH nnn              (♦) 

mn ان   نفرض ya   )(ˆ 

 mnm EH  )(ˆ    mn                   (12) 

اذا كانات دالاة ذاتياة للماؤثر   nخارى وهاي تانل علاى ان دالاة الموجاة ولكان بصايغة ا هذه هي معادلة شرودنكر

nmفان  nEهملتوني بقيمة ذاتية ال a   )(ها وبقيمة ذاتية مقدار  Ĥهي دالة جديدة للمؤثر  ˆ nE  

وباستخدام الرمز   nn EE  nEبين اي مستويين كميين متتالين اذا فان طاقة ال فرقهو  وذلك لان  1

  1nطاقة في المستوى هو مقدار ال n ،nEالمستوى  هو مقدار الطاقة في

 المؤثر الرافعن تعريف م

 )(1)(ˆ 1 ynya nn 
    

  (♦)وبالتعويض بالمعادلة 

 )(1)(1ˆ
111 ynEynH nnn      

 )()(ˆ
111 yEyH nnn         ,      3,2,1,0n                (13) 
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   â خافضبالمؤثر ال  )11(ريقة لو ضربنا المعادلة  طوبنفلا ال

 )(ˆ)()ˆ
2

1
ˆˆˆ( yaEyaaaa nnn    

 خدام العلاقةباست

  1)ˆˆˆˆ(ˆ,ˆ   aaaaaa  

 aaaa ˆˆ1ˆˆ    

)(ˆ)(}ˆ
2

1
ˆ)1ˆˆ{( yaEyaaaa nnn    

 من يمين القوس  âخراج وبا

 )(ˆ)(ˆ}
2

1
1ˆˆ{ yaEyaaa nnn    

 )(ˆ)(ˆ}1)
2

1
ˆˆ{( yaEyaaa nnn    

 )(ˆ)(ˆ)(ˆ)
2

1
ˆˆ( yaEyayaaa nnnn     

 )(ˆ)(ˆ)(ˆ)
2

1
ˆˆ( yayaEyaaa nnnn   

 

 )(ˆ)()(ˆ)
2

1
ˆˆ( yaEyaaa nnn   

 

 خدام العلاقةباست

 )ˆˆ(ˆ
2
1 aaH   

 )(ˆ)()(ˆˆ yaEyaH nnn    

 خافضلمؤثر الاتعريف 
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   )()(ˆ 1 ynya nn     

 بالتعويض

  )()()(ˆ
11 ynEynH nnn         

 )()()(ˆ
11 yEyH nnn      

 هو الفرق بين اي مستويين كميين متتاليين فان وبما ان 

 1 nn EE   

      )()(ˆ
111 yEyH nnn                      (14) 

)1(وهي معادلة شرودنكر للحالة الكمية  n  

  طاقة للمتذبذب التوافقي الموصوف بدالة الموجة ا مستوى طهي او  Eوبما ان  

    aEaH ˆ)(ˆˆ   

ˆ0 الطاقة اقل من المستوي الارضي لذا وجب ان يكون   وبما ان لاتوجد قيمة ذاتية لمؤثر  a 

  
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 



 202 

   EH ˆ      0ˆ a   

  Eaa  )
2

1
ˆˆ(    0)(

2

1
 

dy

d
y  

  Eaa  )
2

1
ˆˆ(   0  

dy

d
y  

   E
2

1
     

 


y
dy

d
  

  
2

1
E     dyy

d
yn

 
0








 

  

  nn EE 1     
2

ln
2yn 




 

 
2

3
1  EE    

2

2
1

)()(
y

n eyy


   

 
2

5
12  EE   

  )(
2

1
 nEn      1* 





dynn  

1
2

2
12

2
1







dyee

yy

   

1
22 





 dye y
  

4
1

1
12












   

 

 

 

0  

 شرط المعايرة باستخدام   يمكن ايجاد
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Q ) Consider a simple harmonic oscillator   a) compute expectation values  x  , 

 2x  ,  p  ,  2p     b) find xp     c)   find  )(xV  , T  ,  E  

Solution:  

 â    ،âخدم المؤثرات  في هذه المسالة سوف نست

 اولا ايجاد x 

)ˆˆ(    باستخدام المعادلة     
2

ˆ
2

1









 aa

m
x




 






 dxxx nn  ˆ*  القيمة المتوقعة للموضع           

nnللمتذبذب التوافقي  وبما ان   *  

 




 dxaa
m

x nn 


 )ˆˆ()
2

( 2

1


 

 









 dxa
m

dxa
m

x nnnn 





ˆ)
2

(ˆ)
2

( 2

1

2

1


 

 وباستخدام المعادلات

 )()(ˆ 1 ynya nn    

 )(1)(ˆ 1 ynya nn 
    

 










  dxn
m

dxn
m

nnnn 1
2

1

1
2

1

1)
2

()
2

( 






 

 










  dxn
m

dxn
m

nnnn 1
2

1

1
2

1

1)
2

()
2

( 






 

 ب التوافقي هي دوال  متعامدة وعياريةوبما ان دوال الموجة للمتذبذ

   0ˆ  x        0ˆ 2 x  
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 ثانلا ايجاد 2x  

 )ˆˆ(
2

ˆ
2

1









 aa

m
x




 

 )ˆˆˆˆˆˆˆˆ(
2

ˆ 2   aaaaaaaa
m

x



 

 




  dxaaaaaaaa
m

x nn 


 )ˆˆˆˆˆˆˆˆ()
2

(ˆ2 
 

 









 dxaa
m

dxaa
m

x nnnn 





ˆˆ)
2

(ˆˆ)
2

(ˆ2 
 

                   









  dxaa
m

dxaa
m

nnnn 





ˆˆ)
2

(ˆˆ)
2

(


 

 1ˆ)ˆ(ˆˆˆ  nnn naaaaa   

             1ˆ  nan   

         21  nnn             (i) 

11ˆ)ˆ(ˆˆˆ 
  nnn naaaaa   

             1ˆ1  nan   

                                         nnn 11   

      nn )1(                                 (ii) 

1ˆ)ˆ(ˆˆˆ 
  nnn naaaaa   

              1ˆ 
 nan   

                                          nnn   

                                          nn                                                  (iii) 

11ˆ)ˆ(ˆˆˆ 
  nnn naaaaa   

        1ˆ1 
 nan           
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      221  nnn                                   (iv) 

 في المعادلة اعلاه ينتج  i   ،ii   ،iii   ،ivبتعويض كل من  










  dxn
m

dxnn
m

x nnnn 





)1()
2

(1)
2

(ˆ 2
2 












 dxnn
m

dxn
m

nnnn 221)
2

()
2

( 






 

 n
m

n
m

x )
2

()1()
2

(ˆ2




  

 )1()
2

(ˆ2 nn
m

x 



 

 )12()
2

(ˆ2  n
m

x



 

 )
2

1
(ˆ2  n

m
x




 

  ثالثا ايجاد p  خم()القيمة المتوقعة للز 

 )ˆˆ(
2

ˆ
2

1









 aa

m
ip


 باستخدام العلاقة                                                      

 




 dxaa
m

ip nn 


 ))ˆˆ()
2

((ˆ 2

1


 

 









 dxa
m

idxa
m

i nnnn 





ˆ)
2

(ˆ)
2

( 2

1

2

1


 

 










  dxn
m

idxn
m

i nnnn 1
2

1

1
2

1

1)
2

()
2

( 



 

 

 










  dxn
m

idxn
m

i nnnn 1
2

1

1
2

1

1)
2

()
2

( 
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   0ˆ  p        0ˆ 2 p  

  رابعا ايجاد 2p̂ 

 )ˆˆ(
2

ˆ
2

1









 aa

m
ip


 

 )ˆˆˆˆˆˆˆˆ()
2

(ˆ 2   aaaaaaaa
m

p


 

 




 dxpp nn  22 ˆˆ  

 




  dxaaaaaaaa
m

nn 


 )ˆˆˆˆˆˆˆˆ()
2

(


 

 









 dxaa
m

dxaa
m

p nnnn 





ˆˆ)
2

(ˆˆ)
2

(ˆ 2 
 

 









  dxaa
m

dxaa
m

nnnn 





ˆˆ)
2

(ˆˆ)
2

(


 

 عادلة اعلاه ينتجفي الم  i   ،ii   ،iii   ،ivبتعويض كل من  

 








  dxn
m

dxnn
m

p nnnn 





)1()
2

(1)
2

(ˆ 2
2 

 

           










 dxnn
m

dxn
m

nnnn 221)
2

()
2

( 



 

 

 n
m

n
m

p )
2

()1()
2

(ˆ 2  
  

 )1()
2

( nn
m




 

 )12()
2

(  n
m 

 

    )
2

1
(ˆ 2  nmp   وهو المطلوب               
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b)  xp  

 222)(  xxx  

 0)( 22  xx  

 )
2

1
(2  n

m
x




 

     )
2

1
(  n

m
x




 

 222)(  ppp  

 0)( 22  pp  

 )
2

1
(ˆ 2  nmp   

    )
2

1
(  nmp   

 )
2

1
()

2

1
(  n

m
nmxp





  

    )
2

1
(  nxp  

   طاقة الكامنةايجاد القيمة المتوقعة لل )(xV    (                                   21)راجع ص) c 

 22

2

1
)( xmxV   

)
2

1
(

2

1 2  n
m

m





 

nEn
2

1
)

2

1
(

2

1
   

 طاقة الحركيةايجاد القيمة المتوقعة لل

 
m

nm

m

p
T

2

)(

2

2
12 
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 )
2

1
(

2

1
 n  

 
nE

2

1
  

 )
2

1
(

2

1

2

1
 nEEEVTE nnn  

 

Q ) By using operator treatment procedure, derive the energy levels for the harmonic 

oscillator. Hint: start from the formula )}.()()
2

1
ˆˆ({ yEyaa nnn    

Solution: 

 nnn Eaa   )
2

1
ˆˆ(  ………………………………………….. (a) 

 nnn aEaaaa    ˆ)ˆ
2

1
ˆˆˆ(  

    1ˆ,ˆ aa    1ˆˆˆˆ   aaaa  

  nnn aEaaaa    ˆ}ˆ
2

1
)1ˆˆ(ˆ{  

 nnn aEaaaaa    ˆ}ˆ
2

1
ˆˆˆˆ{  

 )ˆ()()ˆ}(ˆ
2

1
ˆˆ{ nnn aEaaaa      

 )ˆ()()ˆ(ˆ
nnn aEaH      

  11ˆ 
  nn na   and      1 nn EE   

  111
ˆ

  nnn EH   

By multiplying equation (a) by â  instead 
â  and using a similar procedure one may 

gate 

 111
ˆ

  nnn EH   



 209 

So    aEaH ˆ)(ˆˆ   

 0ˆ a  

Then   EH ˆ  

  Eaa  )
2

1
ˆˆ(  







E

2
 

 


E

2


 

   nn EE 1  

........,
2

7
,

2

5
,

2

3
321    EEE  

  )
2

1
(  nEn   

 

  

 

 


