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  إذا  كانت( )٢s w- p =j  فإنw]

s ]
= ....... 

) ا~   ) ( )٢ ٢ ٢s sh j  ~ب ( ) ( )s s p٢ ٢- ٤h j   
) ج~   ) ( )s sp p٢- ٢- ٢h j ~د ( ) ( )s sp p٢- ٢- ٢-h j 

--------------- 
  إذا  كانت( )١-

ws s+ =h j  فإنw]

s ]
= .......   

 ا~  
( )٢
s

s s

j-
h+ j

s ب~ 

s s

j-
h+ j ~ج s

s s

j
h+ j ~د 

( )٢
s

s s

j
h+ j

 

----------------- 
  ٢إذا كان ٤s w=i  فإن( ) w

p

¤
=

٤
...... 

٤٢ ج~  صــــــــــــــــــــــــــــــــفر ب~ -٨ ا~  ü ~١٦ د 
---------------- 

  إذا كان( )s s }=h  فإن( )٤ }p ¤ ¤=...... 
-٤ ا~ 

 ٩٢ د~ ٤ ج~ ٤٩ ب~ ٩
----------------  

  إذا كانتs w=f  فإنw ]

s]

٢٠١٨
٢٠١٨ = ........ 

 -se د~ se ج~ -sf ب~ sf ا~ 
----------------  

  إذا كانت( ) ( )٢٢
i

s s }+ =j mü  ٢حيث ٠sp f f  فإن( )٤ }p /= ...... 

-١ ا~ 
-١ ب~ ٤

 ٤ د~ ١٢ ج~ ٢
--------------- 

  ٢إذا كانت ss i w=f  فإنw]
s]

 = ...... 

٢ ا~  ss i -e    ~ب ( )٢ ٢٢- ss s s ie f  
٢ ج~   ٢٢- ss s s ie f  ~٢ دss is -e  
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 ٣إذا كانتk k s- =  ،١ ٣ wk =+ ü  فإنw]

s]
١.......... عندما =  k= 

 ١  ا~ 
 ٣ ب~  ٨

 ٣  ج~ ٨
 ٨ د~ ٤

----------------  
  إذا كانت( )٢١ s }s i+ )فإن  = )s }¤=......... 

٢ ا~ 
١

١ s+
٢ب~   

٢
١
s

s+
) ج~  )٢١ ٢s s+  ~٢١ د ٢s is+ 

---------------- 

  إذا كانت
٢١ ١٠( s)

w
- [wفإن  =

s]
=......... 

٢١١٠ ا~  ١٠s

i

-´m   ~٢١ ب ١٠ ٢s s- ٢٢ ج~ ´ ١٠ ٢s s- ٢١ د~  ´ ١٠ (١٠ ٢s

i
)s- ´ m 

----------------  
  { س } + د { س } = فإن س  جاد{ س } = س إذا كانت د......... 
 سجاذس د~ سجا - ج~ صفر ب~ سجتاذ ا~  

---------------- 
  ٢٣إذا كانت ٥ sq + =i  ،٣ ١ wq - =g فإنw]

s]
٤دما ......... عن=

p q=. 

 ١  ج~ -٢ ب~   ٢ ا~ 
-١ د~  ٢

٢  
----------------- 

  ٢٣إذا كانت ٥ sq + =i  ،٣ ١ wq - =gهى .........س ، ص ة الضمنية بين العلاق فإن 
w+٢٥ ا~  s=   ~٢ ب ٢٥ w s= ٢ ج~ + ٢٦ w s= ) د~  + )٢ ١ ٦w s- = - 

----------------- 
  إذا كانت( )٨٧ w s= wفإن  + ]

s]

٢
٢ =......... 

) ج~  صـــــــــــــــــــــــــــــــــفر ب~   ١ ا~  )٧ ٥٦w s+  ~١ د- 
----------------------- 

  ٣إذا كانت- ٢ w]
s

s]
=  ،٢١- u]

s
s]

فإن  =
٢

٢
w ]

u]
٢....... عندما ..= s=. 

 ٢  ب~   ٢٢٧ ا~ 
-٢ د~   صـــــــــــــــــــــــــــــــــفر ج~ ٩

٩ 
---------------- 

 إذا كانت( )
i

s w+ =٢ m  فإنw ]

s]

٢٠١٨
٢٠١٨ =....... 

 ا~ 
( )s+٢٠١٨

 ٢٠١٧
 ب~   ٢

( )s+٢٠١٨
 ٢٠١٧ -
 ج~ ٢

( )s+٢٠١٨
 ٢٠١٨
 د~  ٢

( )s+٢٠١٧
 ٢٠١٨ -
٢ 
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 إذا كانت( ) ( ) ( )
i i

s s }s- =f m e m  فإن( ) ( )

٤

٤

٤ s

} s }

s p

p

p
¬

-
-

l =....... 

 -٢ د~   صـــــــــــــــــــــــــــــــــفر ج~ ٢ ب~   ١ ا~ 
---------------- 

  ٢إذا كانت ٢s w w s=f e  فإنw]
s]

)......... عند النقطة = ) , ٢ ٤
p p. 

 ٣ د~  ٢ ج~ ١ ب~    صـــــــــــــــــــــــــــــــــفر ا~ 
---------------- 

  إذا كانت( )٢s s }=  ،( )٣ ٢ ;=  ،( )٢- ٢ ;¤=،( )٥ ٢ ;¤ )فإن =¤ ) ( )٢ ; }¤ ¤ o = ......... 
 ٣ د~  ١٠ ج~ -٣٨ ب~   ٣٨ ا~ 

---------------- 
  { ك } = م دالة فردية و كانت ص = د{ س } إذا كانت فإن د } ك } =  -د....... 

 غير معرفة د~ صفر ج~ م- ~ب م  ا~  
----------------- 


 ( )

١
٣ ١ +١s

s
s ¥ ¬

= l ...... 

 ٢i د~ i ج~ ٢ ب~ ١ ا~ 
---------------- 

 ( )
١
٣ +١s

٠ s

s
¬

= l ...... 

٣ ب~ ١٣ ا~  i ~٣ ج
i ü ~٣ د

i 
----------------- 

 ١ - ٢
٣
s

٠ ss ¬
= l ...... 

٢ ا~  ٣
i
m ~١٣٢ ب

i
m ~١٣٢ ج

im ~٣ د ٢
i
m 

----------------  

 ٥

١١ - 
s

s

s ¬
=

m
l ...... 

 ا~ 
٥

١
im ~ج~ ١ ب i ~د 

٥
im 
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( )

٠

١+٢
٣ - ١

i
s

s

s

¬
=

m
l ...... 

 ٢  ا~ 
٢ ب~ ٣

٣
im ~٣  ج 

١٢٣ د~ ٢
im 

---------------- 

 
١ 

 - 
i

i s

s

i s ¬

- m
l = ........ 

١ ج~ i ب~ ١ ا~ 
i

i د~  - 
---------------- 

 ( )
١

+١s

٠ s

s
¬

e l = ........ 

١ ج~  صـــــــــــــــــــــــــــــــــفر ب~ ١ ا~ 
i

 i د~ 
----------------- 

 ( )
٢- ١+٥s

i ٠ s

s
¬

ml = ........ 

-١٠ ا~  i ~١٠ ب-i ~١٠ ج-im ~١٠ د- 
------------------------  


  إذا كان ميل المماس للمنحنى( )s } w=  ١عند نقطة ما يساوى

  ٣و كان الإحداثى السينى لهذه النقطة يتناقص بمعدل  ٢
 يساوى ......وحدة / ث �لنسبة للزمن وحدات/ث فإن معدل تغير إحداثيها الصادى  

-١  ا~ 
-٣ ب~ ٦

 ٣٢ د~  ٦ ١ ج~ ٢

----------------  
  ٣١النسبة بين ميل مماس المنحنى الدالة

i
ws =+ mü  ٥١و ميل مماس المنحنى

i
ws =+ mü  عندH s= 

 كنسبة ........  
٥ د~ ١ : ١ ج~ ٥ : ٣ ب~ ٣ : ٥ ا~  : ٣

i i
m m 

---------------- 
  حيث د معادلة المماس لمنحنى الدالة( )١+ ٢s i s )عند النقطة ={ )١-

 هى  ........  , ٢١
١ ا~  ٢s w+ ٢ ب~ = ٢s w+ ٣ ج~ = ٢s w- ١ د~ = ٣ ٢s w+ = 

-----------------  
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  ميل المماس لمنحنى الدالة( )١٢

i
s w=m  يساوى ........ ٤س = عندما 

١ب~  ١٨ ا~ 
 ٤ د~  ١٢ ج~ ٤

---------------- 
 معادلة المماس الإنقلابى للدالة( )٢ ٣٢ ٣s s s }+ +  هى...... =
٦ ا~  ٦-s w- ١ب~  = ٣-s w+ ١٠ ج~ = ٢s w+ ١ د~  = ٣s w- = 

---------------- 
  إذا كان المستقيم; s w= ٢١مماس لمنحنى الدالة  + ٣s s w+ +  ........ = كفإن  =
  صـــــــــــــــــــــــــــــــــفر د~  -١ ج~ -٢ب~   -٣ ا~ 

--------------- 
  كانتإذا( )٢ ٢

i
w s w+ =m ميل المماس للمنحنى عند النقطة  فإن(  ........ يساوى ١٠ , (

 ١  ج~ ١ ب~  صـــــــــــــــــــــــــــــــــفر ا~
 ٢ د~ ٢

----------------  

  ١إذا كان ٣s wp+ = fü  فإن ميل المماس للمنحنى عند النقطة( )٤ , -١ ٣
p ........ يساوى  

 ١ د~  صـــــــــــــــــــــــــــــــــفر ج~   -٣ ب~  ٣ ا~  
------------------ 

  إذا كانت( ) ( )
 

١  - ١ - = ١ - u

} u }

u ¬1
l  ١د{،  ١{ عند النقطة د فإن قياس زاوية ميل المماس لمنحنى الدالة {{ 

 يساوى ............  

٣ ا~ 
p ~٦ ب

p ~٤ ج
p ~٣٤ د

p 

-------------------   
  المماس لمنحنى الدالةws i s w=  .........يكون رأسياً عند النقطة  +
) ا~  ) ب~ ١ , ١( ) ج~ فقط ٠ , ١( ) د~ فقط ١ , ٠( )٠ , ١  ،( )١ , ٠ 

------------------  


  سم ٨حرف المكعب عندما يكون حجمه  ل/ث فإن معدل تغير طو #سم ١ينصهر مكعب من الثلج محتفظاً بشكله بمعدل#  
 يساوى ...... سم/ث  

-١  ا~  
-١  ج~ ١١٢ ب~ ١٢

 ١٦ د~ ٦
---------------- 
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  ٣جسم يتحرك على المنحنى ٢s w=  ١إذا كان

٢
s]
k]

-١وحدة / ث عند  = w=  فإنw]
k]

 للحظة عند هذه ا 
 .......يساوى..  

-٣  ا~ 
-٣ ب~ ٤

 ٣٢ د~ ٣٤ ج~ ٨

---------------- 
 ١كل من نصف قطر قاعدته و إرتفاعه يتزايد بمعدل طول ذا كان مخروط دائرى قائم إ

  سم/ث و فى لحظة ما كان طول  ٢
 /ث#سم..... =سم فإن معدل تغير حجم المخروط فى تلك اللحظة  ٩سم و الإرتفاع يساوى  ٦نصف قطر القاعدة يساوى   

 ٥٤p د~  ٢٤p ج~ ١٠pب~  ١٢p ا~ 
----------------- 

 دائرة محيطهاp  ث@سم........=سم/ث فإن معدل تغير مساحتها  ٠٬١يتناقص بمعدل  هاإذا كان طول نصف قطر سم/ 
٠٫  ج~ p-٠٫١  ب~ p-٠٫٢  ا~   ١p ~د ( )٠٫١ ٢p 

---------------- 
  ث فإن الوعاء يمتلئ بعد مرور ........ �نية.#سم ن٥يصب فيه الماء بمعدل  #سم ٩٠وعاء فارغ حجمه/ 

 ٦ د~ ١٨ ج~ ٢٢٥ب~  ٩ ا~  
---------------- 

  فإن م سم/ث و كانت مساحة سطحة هى  ٣بمعدل ع ه سم/ث بينما يتناقص إرتفاع ٣بمعدل  قيتزايد طول قاعدته  م 
 .....العبارة التى من المؤكد أ�ا صحيحة فيما يلى هى ....   
 ع< ق تتناقص فقط م  د~ ع> ق تتناقص فقط م  ج~ تتناقص دائماً م  ب~ تتزايد دائماً م  ا~  

---------------- 
  ث فإن طول ضلع @سم ٦سم/ث و تتزايد مساحة صطحها بمعدل  ٠.٤إذا كان محيط صفيحة مربعة الشكل يتزايد بمعدل/ 

 سميساوى ...... الصفيحة فى تلك اللحظة  
 ٦٠ د~ ٤٠ ج~ ٥٠ ب~  ٣٠ ا~  

---------------- 
  سم فإن معدل تغير حجمه عند تلك  ٤ عندما كان طول قطره د سم/ �١لون كروى يساوى إذا كان معدل تزايد قطر 

  اللحظة يساوى ........  
 ٤p د~ ١٦p ج~ ٨p  ب~ ٢p ا~  

---------------- 
 على المنحنى تتحرك نقطةs s w=فإن ميل  سرعة إحداثيها السينى تساوى سرعة إحداثيها الصادى فإذا كانت - ٢٣

 .........المماس للمنحنى عند تلك النقطة يساوى
 ٤ د~ ٣ ج~ ٢  ب~ ١ ا~ 

---------------- 
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  ٢نقطة إنقلاب عند  {إذا كان لمنخنى الدالة s=  حيث( )٢ ٣٤ s; s s }+ +  = ........ ;فإن  =
 ٦ د~ ٣ ج~ -٣ ب~ -٦ ا~ 

--------------- 
  ٢أكبر قيمة للمقدار - ٤s s هى  ........ س ي ح حيث 
 ٣٢ د~ ١٦ ج~ ٨ ب~ ٤ ا~ 

--------------- 
  حيث د منحنى الدالة( )٢ ٣٢ ٣s s s }+ -  ........س ي محدب لأعلى عندما  =

[ ا~   [٠ , ¥ [ ب~ - [١ , ¥ [ ج~ - [ د~ ١ , ٣] [ , ١¥ 
---------------- 

 ( )٢ ٣٥ ٣s s s }+ -  ........س يمتناقصة عندما =
[ ا~  [ ب~ ٠ , ٣] ] ج~ ٠ , ٢] ] د~ ٠ , ٢[ ]٠ , ٢ p- 

---------------- 
  إذا كانت( )٣٨f sH s }¤- )ثوابت وكان لمنحنى الدالة ا ، ب يث ح = )s )نقطة عظمى محلية هى  { )٢ , ٥  

 ......ي  ب ×افإن   
[ ا~  [ ب~ ¥٢ , ] [ ج~ ¥٠ , ] [ , ٠ ¥ [ د~ - [ , ٨¥ 

---------------- 
  إذا كانت; w s= ٠حيث  + s≺  ،٠ w≺  فإنws ...... قيمة عظمى عندما 
;w ا~  s= ~ب w s;= ~ج w s= ~١ د ws= 

---------------- 
 صحيحة فيما يلى هى ......التى من المؤكد ا�ا  العبارة 
) ا~  )( ) , H } Hنقطة حرجة إذا كان( )٠ H )ب~   فقط. =/{ )( ) , H } H نقطة إنقلاب للدالة إذا كان( )٠ H }¤ ¤= 
)إذا كان  ج~   )٠ H )فإن =/{ )H   قيمة عظمى محلية.{
)إذا كان  د~   )٠ H )و =/{ )٠ H }¤ )فإن  ≻¤ )H  قيمة صغرى محلية.{

---------------- 
  إذا كانت( )s  العبارة التى من المؤكد ا�ا صحيحة فيما يلى هى ...... فإنح دالة متصلة  على  {

) ا~  )( ) , H } Hإذا كان نقطة إنقلاب( )٠ H }
/ )أو  =/ )H }

/   .غير معرفة/
)ب~   )( ) , H } Hإنقلاب للدالة إذا كان  نقطة( )٠ H }¤ )و  =¤ ) ( )٠ H } H }

¤ ¤ ¤ ¤- +´f 
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) ج~   )( ) , H } H نقطة إنقلاب للدالة إذا كان( )H }

/ )غير معرفة و / ) ( )٠ H } H }
¤ ¤ ¤ ¤- +´f.  

) د~   )( ) , H } Hالة إذا كان نقطة إنقلاب للد( )H )لها وجود  و /{ ) ( )٠ H } H }
¤ ¤ ¤ ¤- +´f. 

---------------- 
  أكبر قيمة لميل منحنى الدالة( )٢ ٣١ ٢ ٦s s s s }+ + + -  تساوى ...... =
 -١٣ د~ ١٩ ج~ ١٦ب~  ١٤ ا~ 

----------------- 
  إذا كانت( )٢١٦ }s s s=- ü  فإن الدالة لها نقط حرجة عندماs=...... 
  صـــــــــــــــــــــــــــــــــفر د~ ٠ , ١٦ , ٨ ج~ ١٦،   صـــــــــــــــــــــــــــــــــفر ب~  ٨ ا~ 

---------------- 
  س =ما له نقطة حرجة عندذ [س /  –د{ س } = س منحنى الدالة ....... 

 ١-،  ١  د~ ١،  ٠  ج~ ١  ب~   صفر  ا~
---------------- 

  ٥منحنى الدالة-
٢ w

s
 ....محدب لأسفل إذا كانت .... -=

٢ ا~  s≺  ~٢ب sf ~٥ ج sf ~٠ د s≺ 
---------------- 

  إذا كانت( )s  دالة كثيرة الحدود و الجدول ا�اور يبين بعض قيم {
  ( )s }¤  ..حيحة فيما يلى هى .....فإن العبارة التى من المؤكد أ�ا ص ¤

)الدالة  ا~  )s [تزايدية فى  { )الدالة  ب~  ٠, ٢] )s [تناقصية فى  { [٠, ٢  
)الدالة  ج~   )s [يتغير تحد�ا فى  { )الدالة  د~ ٠, ٢] )s  s=١لها قيمة عظمى عند  {

---------------- 
  كانت إذا( )١

s s }
s

+   ........الدالة تزايدية فى الفترة  فإن =
٠،  s١f د~ ≻s١ ج~ ١£s ب~ s³١ ا~ s¹ 

---------------- 
  كان الشكل ا�اور يمثل منحنى الدالة إذا( )s  القابلة للإشتقاق مرتين{

 ........الصحيحة فيما يلى هى العبارة فإن ١س = عند   
) ا~ ) ( ) ( )١ ١ ١} } }¤ ¤ ¤f f ~ب ( ) ( ) ( )١ ١ ١} } }¤ ¤ ¤f f  
) ج~ ) ( ) ( )١ ١ ١} } }¤ ¤ ¤f f ~د ( ) ( ) ( )١ ١ ١} } }¤ ¤ ¤f f 

---------------- 


 ٣ ٢ ١ ٠ س
٤ ٧- ٠ ٥ {س} د 
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  ]q q= g þ ...... 
- ا~ 

i
e q+ f m ~ب -

i
e q+ fm ~ج 

i
e q+ fm ~د 

i
e q+ f m 

---------------- 
 ٤ ٢ s

]s i s= þ ...... 

٢ ا~  ١
٢

se i+ ~٢ ب
se i+ ~٢ ج ٢se i+ ~٢ د ٤se i+ 

---------------------- 
 ٣

١ 
i

]s
s s

= þm ...... 

٣ ا~ 
i

e s+ m ~٣ ب
i i

e s+ m m ~١٣ ج
i

e s+ m ~١٣ د
i i

e s+ m m 

---------------- 
 ( )٥ ٢٣s] s s= + þ ........ 

) ا~  )٦ ٢ ١
٦٣e s+ ) ب~   + )٦ ٢ ١

١٢٣e s+ +  
) ج~   )٤ ٢ ١

٤٣e s+ ) د~   + )٤ ٢ ١
٨٣e s+ + 

---------------- 
 ٤ s] s sg iþ = ........ 
٥ ا~  ١

٥e s+ i ~٤ ب ١
٤e s+ i ~٣ ج ١

٣e s+ g ~٣ د ١-
٣e s+ g 

---------------- 
 ( ) ٤s] s sh j- þ = ........ 
٤e ا~  s s+ j- ~٤ بe s s+ j+ ~٤ جe s s+ h- ~٤ دe s s+ h+ 

----------------- 
 ( )٢ ٢ ٤ -s] s s sh j j þ = ........ 
٣ ا~  ٥١ ١

٣ ٥-e s s+ h j ~ب e s+ g-  
e ج~   s+ h-   ~٣ د ١

٣e s+ j 
------------------  

  ٣
s

s

i
s]

i-
þ = ........ 



 

_ ١٠


) ا~  ) ١-

٢٣ se i+ ٣ ب~   - -s

i
e i+ - m  

٣ ج~   s

i
e i+ - m   ~١٢٣ د s

i
e i+ - m 

-----------------  

  إذا كانت( )٣ ١ ٢ ٢sw] u uw s] i s+- = -þ þ  فإن w] uþ = ........ 
٣ ا~  ٢se i++ ~٣ ب ٢ ١

٢
se i++ ~٣ ج ٢se i++ ٣ د~ - ٢ ١

٢
se i++ - 

----------------- 
 إذا كانت( ) ٣ ٢

i
w] u uw s] s s- = +þ m þ  فإنuw =........ 

٢ ا~ 
i

s sm ~ب ( )٣+ ٢
i

s sm ~ج ( ) ١٢٣+ ٢
i

s sm ~د ( )٣+
i

s s sm 

---------------- 

 إذا كانت( )
s
I s I s }+ )فإن المشتقة العكسية للدالة  = )s  يمكن أن تكون هى .......... {

 ا~ 
١

١

s
I

s
I

I

+

+
)ب~   )١s I I sI I+ ١s ج~ + I I+ ~د s I I 

---------------- 
  إذا كان( ) ( )٣ ٢  s] s s s s } s] s s }+ - =f þ f e þ فإن( )s } = ........ 
٢ا~   ٣s  ~٣ب s ~٣ ج s  seد~   -

---------------- 

 
٢

 ٢
٠

s ] (| s | )- ú  =....... 

 ١ د~  صفر  ج~ ٢  ب~ ٤  ا~  
--------------- 

 ( ) ٢

٢
 s] s s

-
+f e úp

p = ........ 

 p د~  صـــــــــــــــــــــــــــــــــفر ج~ ٢ ب~ ٤ ا~ 
---------------- 

  إذا كان( )
٢

٢-
١٢  s] s }= ú  ،( )

٥

٢-
١٦  s] s }= ú  فإن( )

٥

٢
 s] s }ú = ........ 

 ٢٨ د~ ٤ ج~ -٤ ب~ -٢٨ ا~ 
----------------  
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  إذا كانت( )
, ١
,

٠ s s
s }

٠ s sp
+ ü

=ý
£ þ

f
f فإن ( )

١

١-
 s] s }ú =........  

١ ا~ ١
 ٢ p -١ب~   +

١ ج~  ٢  ١
 ٢ p ١ د~  -

 ٢  
---------------- 

 
٤

٢ 
s

٠

i
s]

s

g
f ú

p

 =......... 

١ ا~  i-  ~١ب i+ ~ج i  ~١ د 
---------------- 

  إذا كان
٢

١

١-
 s; s] i-= ú  فإن

٢
٠

١-
 ss] i- ú= ........ 

١ د~  ;١٢ ج~ ;٢ب~  ; ا~ 
٢; - 

---------------- 

 ٢
٤ s s

s]
s s

p

p -

+
+

e
f ú = ........ 

p ا~   ٢p د~ p ج~  صـــــــــــــــــــــــــــــــــفر ب~ -
---------------- 

  ١إذا إستخدمنا التعويض
٢s w=  فإن( )٢ ٤١

٢

٢

١ s
s]

s

- ú =.......... 

 ا~ 
٤٢

٢

-١ w
w]

w ú  ~ب
٤٢

٢

-٢ ١
w

w]
w ú ~ج 

٢٢

١

-١ w
w]

w ú ~د 
٢٢

١

-٢ ١
w

w]
w ú  

--------------- 

 
  ٢إذا كانت w]

s
s]

=j  ،٢ w=  ٤عندما s
p  = ........ wفإن  =

) ا~  )٢ -s +h ~ب ( )٣ -s +h ~٢ جs -h ~٣ دs -h 
---------------  

 ١ذا كانت إ w]
s

s s]
+ =  ،١

٢ w=  ١عندما s=  فإنw=  عندما .......i s= 

٢i ا~  i- ~ب 
٢١
٢
i- ~ج 

٢١
٤
i+ ~د

٢
١ ٢

i+ 
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  ١عند أى نقطة عليه يساوى د إذا كان ميل المماس لمنحنى الدالة

٢-s  و كان المنحنى يمر �لنقطة  عند(  فإن  ٣ , ٠(
  ( )٢٢ i }+= ........ 

٢ ج~ ٣ ب~ ٢ ا~ 
i
m ~٣ د

i
m 

------------------ 
  ١حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة �لمنحنى

w
s

١،المستقيمين  = w=  ،٢ w= ور الصادات دورة و مح 
 ........ =كاملة حول محور الصادات   

٤ ا~ 
p ~٢ ب

p ~ج p ~٢ دp 

----------------  
  ٣مساحة المنطقة المحددة �لمنحنى s w=٠تقيمين و المس w=  ،٢ s= ........ تساوى 

 ٨ د~ ٤ ج~ ٢ ب~ ١ ا~ 
---------------- 

  ٢مساحة المنطقة المحددة �لمنحنى -٤ ws =ü ..... و محور السينات مقدرة �لوحدات المربعة تساوى 
 ٤p د~ ٢p ج~ ٤ ب~ ٢ ا~ 

---------------- 
  إذا كان الشكل ا�اور يمثل منحنى الدالة( )s  رسم لها مماس {

)عند النقطة    )فإن  -١ , ٢( )
٠

١-
 s] s } s¤ ¤é ùë û ú =....... 

  ٣ ب~ ٤ ا~  
 -١ د~ ١ ج~  

---------------- 
   طيةالخدالة الإذا كان المنحنى ا�اور يمثل منحنى( )s  �كثر من معرفة {

)و كانت  قاعدة   ) ( )
٢-

 
s

k] k } s V=ú فإن العدد الذى له أكبر 

 هو ........ قيمة  
)ا~  )٢ V  ~ب( )٢- V  

) ج~   )٠ V ~د ( )١ V 
--------------- 

س  

 ص 

مماس

)٢،-١(

،١ )٠( ( س(د

س  

 ص 

٢-
١-

١

٣-٢-٢١-

٢

١
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  إذا كان فى الشكل المقابل( ) ( ) ٨  
, [

f H

s] s } s] s }=ú ú  

٣و كان    ٢ ١٣٠ l l l= +  وحدة مربعة فإن +
  ٢l= .وحدة مربعة ......  

  ٢ ~ب ١ ا~ 
 ٤ د~ ٣ ج~  

---------------- 
 إذا كان الشكل ا�اور يمثل منحنى الدالة ( )s  و كانت  {

  ١l٢،  ١l يمثلان مساحاتى المنطقتين المظللتين  عددان موجبان 

) فإن   ) ( )
٤ ٤

١- ٤-
٢s] s v s] s v-ú ú  =....... 

٢ ا~  ١l l+ ~ب l l-٢ ٢ ج~ ١ ١ ٢l l- ~٢ د ١٢l l+ 
---------------- 

س  

 ص 

و اب ج 

م ٣

م ٢
 م ١
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 لدالة شتقة الأولى لإوجد الم( )s s w=i ٢١   
----------------------- 

 ميل المماس للمنحنى  قيمة إوجدs s w+ =i hü عند  ٢٢s=٤
p 

----------------------- 
  إذا كانت( ) w=f٢qp  ،( ) s=e٢qp أوجد w]

s]  ١ =عندما 
٦ q. 

----------------------- 
  إوجد قيمة البارامترk  التى عندها يكون للمنحنىk k k s+ + - =٢ ٣٩ ٤ ٥ ٢  ،k k w+ =٢ - ٢٥  

 مماس أفقى ب~  مماس رأسى ا~   
----------------------- 

  ستخدام الإشتقاق البارامترى إوجد مشتقة�s s-e  لنسبة�s -f ٣=sعند  ١
p .  

----------------------- 
   ٥إذا كانت ٢ ws =+ ü  أثبت أن( )

٢ ٣

٢ ٣٣ ٥ ٢w ] w ]

s ] s ]
٠ s= + + 

----------------------- 
  ٠+ ص = د س  ٣+  د } ١{ س@ + أثبت أن  ٨ص@ + س@ ص@ = إذا كانت 

----------------------- 
  أثبت أن  ب س = ج  -ص@ + ا س# إذا كانت + @{ ص } + ٠اس =  ٣ص ص 

----------------------- 
  ٠=  ٤ -@ د }{  ٩ص +  ٣ظا  د  ٣أثبت أن  ٠ص = ٣جتا  –ذس إذا كانت  جا 

----------------------- 
  ٠+ ص# = د ص  ٣+  د أثبت أن  ١س ص =  إذا كانت 

----------------------- 
  س = ذعندما ؛ ٢ ص ؛ ْ ء@؛عأوجد قيمة  ٣،   ع  = س@ + ١ص = س# +  إذا كانت 

----------------------- 
  ٠ س =  ١٢ – د س  –د  ٣أثبت أن  ١ - ، ص = ذ ن@ ٣ –س@ = ذ ن  إذا كانت 

----------------------- 

 إذا كانتk s=e٢  ،k w=fفإوجد  ٢
٢

٢
w ]

s]
٢=kعندما  

p. 
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  إذا كانتs wg٢ ) فأثبت أن   =  )( ) w ]

s]
w w

٢
١+٢٣  + ١ ٢=  

----------------------- 
  س ص = إذا كانتiأن فاثبت س ( س(  d +١ = ص س

----------------------- 

 
  ٠ أوجد معادلة كل من المماس و العمودى للمنحنى w w s= - - +٢ ٢١٦  عند نقطة تقاطعه مع محور  ٦

  ٠ ىص  الصادات حيث   
----------------------- 

 أوجد معادلة كل من المماس و العمودى للمنحنىs w s=i  عند النقطة التى إحداثيها السينىp . 
----------------------- 

  إذا كانت المعادلتان البارمتر�ن لمنحنى الدالة( )s } w=  هماs- =i٢١ q  ،w=gq  معادلة فإوجد كل من 
-المماس و العمودى عند    =٤

p q. 
----------------------- 

  أثبت أن المنحنيانs s w+ - =٢٢  ،s s w- =٢  ماسان و أوجد معادلة المماس المشترك لهما.مت٣
----------------------- 

  أوجد نقط تقاطع المنحنيينws=٢  ،w s= -٢  و برهن أ�ما يتقاطعان على التعامد . ٢٣
----------------------- 

  حتى يكون للمنحنى ا ، ب ، ج أوجد قيم الثوابت+ =sf sH w٣  ،s s[ w- مماس مشترك  عند النقطة  ٢=
( )١ , ٢- 

----------------------- 
  المحدود بمحور السينات ، المماس ، العمودى عليه للمنحنى  م إوجد مساحةw s= +٢ ٢١٢ )عند النقطة  ٣ )١ , ٣-  

 الواقعة على المنحنى.  
----------------------- 

  و التى عندها المماس يوازى محور الصادات. ٠ص + س =  ٨ -ذص@  أوجد النقط الواقعة على المنحنى 
----------------------- 

  ٤ -،  ١{ و التى عندها المماس يمر �لنقطة  س  -ص = س@ أوجد النقط الواقعة على المنحنى  {. 
----------------------- 

  مع المستقيم  ٠ص + س@ = ٤إوجد النقط الواقعة على محور الصادات بحيث يصنع المماسان المرسومان منها للمنحنى 
 بنقطتى التماس مثلث متساوى الأضلاع. المار 
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  ث. أثبت أن معدل نقص مساحته فى اللحظة التى يكون فيها طول #سمس عدل مملوء �لغاز يتسرب منه بم كروى�لون/ 

٢sسم يساوى ق  نصف قطره   
 /ث. @سم ®

----------------------- 
  أوجد  /د@سم٠.٧٢سم/د و تزداد مساحتة سطحه فى لحظة ما بمعدل ٠.٠٢مكعب يتمدد �لحرارة فيزداد طول حرفه بمعدل 

 حظة و معدل الز�دة فى حجمه حينئذ.طول حرف المكعب فى هذه الل  
----------------------- 

  سم/د و ارتفاعه يتناقص ١جسم معدنى على شكل متوازى مستطيلات قاعدته مربعة الشكل ، طول ضلعها يتزايد بمعدل 
 توقف تغير سم، بعد كم دقيقة ي٢٠سم و ارتفاعه ٥سم/د. أوجد معدل تزايد حجمه عندما يكون طول ضلع قاعدته ٢بمعدل   
 جم متوازى المستطيلات عن الز�دةح  

----------------------- 
  ث ، إذا كان معدل تزايد كل من #سم١يتمدد هرم ر�عى منتظم من المعدن ارتفاعه يساوى ضلع قاعدته فيزداد حجمه بمعدل/ 

 سم/ث فأوجد طول ضلع قاعدته. ٠.٠١ارتفاع الهرم و طول قاعدته يساوى   
----------------------- 

  إذا كان معدل تغير @ ، سم ٢٤مساحته �بتة و تساوى ج ، قائم الزاوية فى اب ج  م سم/ث فأوجد معدل تغير ١يساوى ب 
 سم. ٨يساوى ب عند اللحظة التى يكون فيها اَ ، ق { از } كل من   

----------------------- 
  أوجد معدل تزايد مساحته.  سم/ث٠.٢سم و يتزايد بمعدل ١٠مثمن منتظم طول ضلعه 

----------------------- 
  ٢بحيث ص = س# + س على منحنى الدالة ا{ س ، ص} تتحرك النقطة w ]

k ]
 وحدة*ث أوجد معدل التغير فى مساحة  =

 السينى للنقطة المتحركة  فى اللحظة التى يكون فيها الإحداثى} ٦،  ٠ب { حيث " و " نقطة الأصل ، النقطة ب و ا المثلث   
 .٣يساوى   

------------------------ 
 د أوجد معدل تغير مساحتهاء ٣تغير بمعدل و ي ءس سم و قياس زاويتها المركزيه ١٠ر دائر�ا قطعة دائرية طول نصف قط/  

 .ه ٦٠عندما س =   
----------------------- 

  أنزلق الطرف السفلى للسلم  و بطرفه الآخر على أرض أفقية فإذاى م �حد طرفيه على حائط رأس ٥يستند سلم طوله 
 على بعد  الطرف السفلى عندما يكون نخفاض الطرف العلوى للسلمإمعدل فأوجد  قيقة .م/د ؛٢!  عن الحائط بمعدل مبتعداً   
 عندما يتحرك الطرفان بنفس المعدل.  . ثم أوجد بعد الطرف السفلى عن الحائطم من الحائط ٣  

----------------------- 
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  سم/د. إوجد معدل التغير فى زاوية رأسه عندما يكون ذ سم يتغير إرتفاعه بمعدل  ٨مثلث متساوى الساقين طول قاعدته 

 سم. ٦طول إرتفاعه   
----------------------- 

  رجل مبتعداً عن المصباح على متراً . فإذا تحرك ال ٥.٤سم يقف أمام مصباح يرتفع عن سطح الأرض بمقدار ١٨٠رجل طوله 
 م/ث فاحسب  ٣طريق أفقى بسرعة �بته   

 سرعة �اية ظل الرجل .ذلأ    معدل تغير طول ظل الرجل.لأ ١
 م من قاعدة المصباح . ٤.٨معدل تغير بعد رأس الرجل عن المصباح عندما يكون الرجل على بعد لأ ٣

----------------------- 
  ء علما �ن طول نصف قطر رتفاع الماإ/ث اوجد معدل التغير فى #سم ذطوانى الشكل بمعدل سإينسكب الماء في وعاء 

 @؛٧@؛ =  πسم فأوجد متى يمتلئ الوعاء معتبراً  ٢.٨و إذا كان إرتفاع الوعاء . سم ذسطوانة يساوى قاعدة الإ  
----------------------- 

 
  عين فترات تزايد و تناقص الدالة( )s s s }f e + =  ٣حيث

٢  , ٠ spé ùë û�. 
----------------------- 

  عين فترات تزايد و تناقص الدالة( )s i s s } - = . 
----------------------- 

  عين فترات تزايد و تناقص الدالة( )
i

s s s }m+ = . 

----------------------- 
 مبيناً نوعها ١٠س + ٢٤س@ + ٩ -د{س} = س# القيم العظمى و الصغرى المحلية إن وجدت للدالة  عين 

----------------------- 
  مبيناً نوعها إن وجدت :}:@:  +  ذ١: :-{ س: [#  د{س} = عين القيم العظمى و الصغرى المحلية للدالة 

----------------------- 

 لمحلية للدالة عين القيم العظمى و الصغرى ا( )s
s }

s
+ =-

٢
٢  مبيناً نوعها إن وجدت ١

----------------------- 
  عين القيم العظمى و الصغرى المحلية للدالة( ) ( )s s

i
i i s }+ - =m٢٣  مبيناً نوعها إن وجدت ٢

----------------------- 
  عين القيم العظمى و الصغرى المحلية للدالة( ) ( )s

s i s }- =
 مبيناً نوعها إن وجدت. ١١٢

----------------------- 
  عين القيم العظمى و الصغرى المحلية للدالة( )

i
s s s }- - =m ٢٢   مبيناً نوعها إن وجدت. ١
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  ٨ –س ٤ -د { س } = س# + ذس@ أوجد مناطق التحدب لأعلى و لأسفل و نقط الإنقلاب إن وجدت لمنحنى الدالة 

----------------------- 
  ا ، ب  عين قيمة الثابتين {ذ ، ذ} نقطة إنقلاب عند النقطة د {س} = س# + ا س@ + ب س حيث د إذا كانت للدالة. 

----------------------- 

  تين الآتيتين في الفترة المعطاه:لداللكل من اإن وجدت  ةطلقالمعين القيم العظمى و الصغرى 

٣ ا~   ٢+٣- =s s ( s ٢  ب~  ]٣،  ١[فى {( =s i s ( s  ]١،  ٣-[  فى {(
----------------------- 

  س# –س  ٣د { س } =  ذ +  أرسم منحنى الدالة 
----------------------- 

  
   بحيث يكون طول العمود المرسوم من رأس القائمة سم. إوجد طول كل من ضلعى القائمة  ٢٦مثلث قائم الزاوية طول وتره 

 على الوتر أكبر ما يمكن.  
----------------------- 

  أوجد أصغر طول للقطعة }  ١،  ٨ج = { و يمر �لنقطة  ا ، ب إذا كان المستقيم ل يقطع محورى الإحداثيات فى النقطتين 
 . ا ب/المستقيمة   

----------------------- 
 فيها ضلعان منطبقان على محورى الإحداثيات حيث ا ب و  م  مساحة لمنطقة مستطيلة الشكل مرسومة داخل إوجد أكبر 

 .} ٠،  ٠= { و } ،  ٤،  ٠} ، ب = {  ٠،  ٣ا = {   
  /عند  يقطع المماس المرسومج ، فى ا يقطع المماس المرسوم عند ه للدائرة ، المماس للدائرة عند ه ي ،  م قطر فى الدائرة ا ب

 تساوى ضعف مربع طول نصف قطر الدائرة. ج  دا ب أثبت أن أصغر مساحة لشبه المنحرف  د فى ب 
----------------------- 

  سم بحيث تقع ١٢سم ، إرتفاعة ١٨أوجد بعدى أكبر مستطيل يمكن رسمه داخل مثلث متساوى الساقين طول قاعدته 
 ن على كل من ساقى المثلث.رأسان منه على قاعة المثلث و الرأسان الآخرا  

----------------------- 
  ستطيلات التى تجعل اد متوازي المأوجد أبع ١:  ٢و النسبة بين طولى قاعدتية  @سم٥٧٦متوازي مستطيلات حجمة 

  ة أصغر ما يمكن.مساحتة السطحي  
----------------------- 
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 إذا كان ( ) ( )

٣ ١ - 

٢ ٣
١ ٢ ٢

H

s] s } s] s }- =þ þ ا فإوجد قيمة. 

----------------------- 

  إوجد معادلة المنحنى الذى يمر �لنقطة( )٢

٤ ٢٩  , p p+  يعطى {س ، ص} إذا كان ميل المماس له عند أى نقطة عليه 

٢علاقة �ل   ١
٢ ٢ ٢s s l+ =i 

----------------------- 

  إوجد معادلة المنحنى الذى يمر �لنقطتين( )٤٥ , p  ،( )٣٤١ , p  {س ، ص} إذا كان ميل المماس له عند أى نقطة عليه 
٢sيعطى �لعلاقة    H l- =j. 
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  معطى �لعلاقة {س ، ص} ميل العمودى لمنحنى عند أى نقطة عليه إذا كانs s l=i j-  ًأوجد معادلة المنحنى علما 

)�نه يمر �لنقطة   )٦١ , p 

----------------------- 
  أوجد  معادلة المنحنى علماً �نه = ؛ ؛ ؛ ؛  ش؛ ؛ِص  #؛ص ؛ ؛ = د  يعطى �لعلاقة { س ، ص } منحنى ميل المماس له عند أى نقطة عليه 

 .}  ١،  ١؛!؛؛؛٨{ يمر �لنقطة 
----------------------- 

  أوجد س  ٦ –= ذ  د و كانت}  ٧ { ذ ،له قيمة عظمى محلية عند النقطة ص = د { س }  إذا كان منحنى الدالة 
 معادلة المنحتى .  

------------------------ 
 س ، صفإوجد العلاقة بين ذ} ،  ١{ و كان المنحنى يمر �لنقطة  ٣+ ذ س = د ص ذا كانت إ  

----------------------- 
  أوجد معادلة المنحنى علماً �نه يمر �لنقطة ٣ –س ٦إذاكان معدل تغير ميل المماس لمنحنى عند أى نقطة عليه هو 

 . يكون أفقياً  ١ س =و المماس له عند { ذ ، ذ }   
----------------------- 

  و للمنحنى قيمة صغرى  ٢٤س + ١٨ -س@  ٣= د إذا كان ميل المماس لمنحنى عند أى نقطة عليه يعطى �لعلاقة 
 أوجد القيمة العظمى المحلية للدالة . ٢٦محلية تساوى   

----------------------- 
  أوجد المساحة المحصورة بين منحنى الدالة( )٣ s s -٢و محور السينات و المستقيمين={ s=،٢ s=. 

----------------------- 
  د إذا كانت :[ [١ , -p ¬ )حيث  ¥ )٣٤s s s }- إوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة و محور  =

 على محور السيناتالسينات و تقع أ
----------------------- 

  ٢أوجد مساحة المنطقة المستوية المحددة �لمنحنى ٢ ٣s s w- + -١ و المستقيمات = s=  ،٤ s=  ،٠ w= 
----------------------- 

 ة المحددة بمنحنى الدالتينإوجد مساحة المنطق ( )٢ ٣٥ ٣s s s }+ - =   ، ( )٢ s s v+ =. 
----------------------- 

  ممرات متطابقة �لجرانيت مساحة  ٥جنيه و تم تغطية ٤٠٠إذا كانت تكلفة المتر المربع من أرضية ممرات الفندق �لجرانيت 
٠و المستقيمين  دكل منها محدودة بمنحنى الدالة    s=  ،٠ w=  حيث( )٢ ١

٣ ١٢s s }-  أوجد تكلفة تغطية  =
 الممرات الخمسة.  
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  أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة �لمنحنيينws =ü  ،٢ ws  دورة كاملة حول محور  =

 السينات.  
----------------------- 

  ٢أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة �لمنحنيين -٤ ws =  ،٤ ٢w s=  دورة كاملة حول محور  +
 الصادات.  

----------------------- 

 حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة �لمنحنيين  أوجد
٢ ٢

٢ ٢١ w s

f H
=  و محور السينات دورة كاملة حول  +

 �بتان.ا ، ب محور السينات.حيث   
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 بم + + - =k k k s٢ ٣٩ ٤ ٥ ٢ Ü  + - = s]

k]k k٢٤ ١٠ ٦ 
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[wميل المماس غير معرف أى أن  Ü  المماس رأسى بم ا~  
s]غير معرف 

= إ    + -٠ k k٢٤ ١٠ ٦ Ü = + -٠ k k٢٢ ٥ ٣ 
) إ    )( )= - -٠ k k١ ٢ ٣ Ü = k٢

٣  ،= k١ 
=ن ميل المماس يساوى صفر أى أ Ü  المماس أفقى بم ب~  w]

s]٠ 
٠= إ    k٤ + ١  Ü = k١-

٤ 
-------------------- 

    نفرض أن- =s s we  ،١s u- =f  Ü  المطلوب هوw]
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  ٥ بم ٢ ws =+ ü Ü ٢٥ ٢ ws =+ 
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٣ إ   ٢
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١٠ ٣w ] w ]

ws ] s ]
w= + ´ ´ Ü ٣ ٢

٣ ٢
٢٠ ٣w ] w ]

s ] s ]
w= ٢٥، بم  + ٢ ws =+ 

) إ   )
٢ ٣

٢ ٣٣ ٥ ٢w ] w ]

s ] s ]
٠ s= + + 

------------------ 
  س�لإشتقاق �لنسبة لـ  ٨ص@ + س@ ص@ =  بم 
 ٠= د ذص× + ذس ص@ + س@ د ذص إ 
 ذ ص÷ �لقسمة  ٠= د + ذس ص@ + ذس@ ص د ذص   
 س�لإشتقاق �لنسبة لـ  ٠= د + س ص + س@ د   
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 ٠=  د + س@ د + ص + ذس د + س  د   
  ٠+ ص = د س ٣+  د + س@}  ١{   

--------------------- 
   س�لإشتقاق �لنسبة لـ  ب س = ج -ص@ + ا س#   بم
 س�لإشتقاق �لنسبة لـ  ٠ب =  -اس@ ٣ذص ص  +  إ 
  ذ÷ �لقسمة  ٠اس =  ٦ص  + × ص + ذص × ذص  إ 
 ٠اس =  ٣ص ص + { ص }@ +  إ 

------------------ 
 ساق �لنسبة لـ �لإشتق }١{...... ٠ص = ٣جتا  –ذس جا  بم 
 س�لإشتقاق �لنسبة لـ   ٠ص = ٣جا  ص ٣ذس +  جتاذ إ 
 ص٣جتا ÷ �لقسمة   ٠ص = ٣جتا ص @٩ص + ٣جا ص ٣ذس + جا  ٤ - إ 
٣× ص @  ٩+ ص؛ص ؛ ؛٣#لآ؛ ة؛× ص  ٣+ س ص ؛ ؛ ؛٣@لآ؛ ة؛× ٤- إ 

٣
w

w

f
f  =ص٣جتا ذس = جا } ١{من   ٠  

 ٠=  ٤ -@ د }{  ٩ص +  ٣ظا  د  ٣ إ 
-------------------- 

 س �لإشتقاق �لنسبة لـ } ١{... س  ص =  ؛!؛؛ ؛ بم  
  س�لإشتقاق �لنسبة لـ  {ذ}... ؛٢ س ؛!؛_؛  = د  ْئ   
 }٣{... ؛٣ س ؛ =   ؛@ د  ْئ    

 }٣} ، {ذ} ،{١{�لتعويض من   + ص#د ص  ٣+  د = الطرف الأيمن للمطلوب  
 }# س + {   ؛!؛؛ ؛ ؛٢ س ؛!؛_؛  ×  س ؛!؛؛ ؛×  ٣؛  + ٣ س ؛ =   ؛@الطرف الأيمن للمطلوب  
؛ ؛ -؛ ٣ س ؛ =   ؛@الطرف الأيمن للمطلوب    ٠=  ٣س  ؛+   ؛!؛؛ ؛ ٣؛ س ؛#؛

------------------- 
 ١{...........  س@٣= د إ   ١ص = س# +  بم{ 
 {ذ}........... = ذس س  ْ ء؛ع؛ ؛ إ  ٣ع  = س@ +  بم 
ْ ْ ء؛ع؛ س  = ْ ء؛ع؛ ؛ص    بم   } ، {ذ}١{�لتعويض من  ء؛ ؛س؛ ص  ×  

 ص�لإشتقاق �لنسبة لـ  !_ ؛ س٣=    @ْ ء؛ع؛ ص  ْئ  ؛٢ ؛ س ؛؛ ؛!٣× = ذ س ْ ء؛ع؛ ص     

 }١{�لتعويض من  ْ ء؛س؛ ؛ص   @ × _ ؛ س٣@ -؛ = ٢ ْ ء؛@ع؛ ؛ص    

 س = ذ �لتعويض عن  $ _ س× ؛ ٩@ -؛ = ٢ ْ ء؛@ع؛ ؛ص  ْئ   ؛٢ ؛ س ؛؛ ؛!٣  @ × _ ؛ س٣@ -؛ = ٢ ْ ء؛@ع؛ ؛ص    

 ٧؛ ٢!؛  -=   ١؛ ٦!؛ × ؛ ٩@ -؛ = ٢ ْ ء؛@ع؛ ؛ص    
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  ١{............ ؛٢؛ س@ +  #٢إ   ن = !  ٣ –س@ = ذن  بم{ 
 }١{�لتعويض من   ١ -ص = ذ ن@  بم 
 س�لإشتقاق �لنسبة لـ  ١ -؛ }@ ٢؛ س@ + #٢ص = ذ { ! إ 
 {ذ}....... س  ٦= ذ س# + د  ْئ  س × ؛ } ٢؛ س@ + #٢{ ! ٤= د  إ 
 } ٣{ ........... ٦س@ +  ٦=  د  س�لإشتقاق �لنسبة لـ  
 }٣{ذ}  ،  {�لتعويض من   س ١٢ – د س  –د  ٣= الطرف الأيمن للمطلوب  
 س١٢ –} ٦س@ + ٦س { –س} ٦{ ذس# + ٣= ن للمطلوب الطرق الأيم 
  ٠س  = ١٢ –س ٦ -س# ٦ –س ١٨س# + ٦= الطرق الأيمن للمطلوب  

---------------------- 
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  فى معادلة المنحنى ٠س = لإيجاد نقطة التقاطع مع محور الصادات نضع 
٢ بم    ٢١٦ ٦٠ w w s= - - +  ،٠ s= 
٢١٦  إ  ٦٠ ٠w w= - - + Ü ( ) ( )٢ ٨٠ w w= + - 
٨إ   w= ٢أو w- )النقطة هى  Ü مرفض ؟= )٠, ٨ 
 نوجد الميل 
٢ بم   ٢١٦ ٦٠ w w s= - -  س�لإشتقاق �لنسبة لـ   +
٦ إ  ٢ ٢w] w]

s] s]٠ w s= - ٠بوضع  + s=  ،٨ w=  Ü w]
s]٠= 

 محور الصادات.] محور السينات  و �لتالى العمودى ] المماس  إ 
 معادلة العمودى  معادلة المماس  
  ٨ w=   ٠ s= 

----------------------- 
  صنحنى لإيجاد قيمة فى معادلة المس أولاً : نوجد نقطة التماس و ذلك �لتعويض عن قيمة 
s بم   w s=i  ،sp = Ü wp p´ =i 
wp إ   - = Ü  نقطة التماس هى( ) ,p p-  

 وجد ميل المماس�نياً : ن  
s بم  w s=i  لإشتقاق �لنسبة لـ�s  س ، صثم التعويض عن 
[١w إ  

s]s s w s+ =g i i Ü ( ) ١w]
s]p p p p´ ´ - + ´ =g i i 

[١w إ  
s]٠+ - = Ü ١ w]

s]- = 
 معادلة العمودى  معادلة المماس   
 ( ) ( )١s wp p- ´ - = - - ( ) ( )١s wp p- ´ = - - 
 s wp p+ - = + s wp p- = + 
 ٠ s w= + ٢٠ w sp= - - 

---------------- 
  صفى معادلتى المنحنى لإيجاد قيمة س أولاً : نوجد نقطة التماس و ذلك �لتعويض عن قيمة 
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 �نياً : نوجد ميل المماس   
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 معادلة المماس :
   ( )١ - ١s w- = + Ü ٠ w s= + 

 معادلة العمودى :
   ١ ١s w- = + Ü ٢٠ w s= - - 

------------------- 
 .لإثبات أن منحنيان متماسان نبرهن أ�ما متقاطعان فى نقطة ، ميلاهما عند هذه النقطة متساو�ن 
 نوجد نقطة التقاطع و ذالك بحل المعادلتين معاَ كما يلى}  أولاً {  
٢٢ بم  s s w+ - = ... }٢ ، } ١ ٣s s w-  { ذ } ... =
٢ إ  ٢٣ ٢s s s s- = + - Ü ٢٢ ٤ ٢٠ s s= +  ذ÷ �لقسمة  -
٢١ إ   ٢٠ s s= + - Ü ( )٢ ١٠ s= - 
١ إ   s= ١{و لتكن المعادلة {ذ} أو } ١{عادلتين �لتعويض فى أى من الم{ 
٢٢ إ   ٢ ١ ١ w= + - = Ü  النقطة هى( )١ , ٢ 
 المنحنى الثانى    المنحنى الأول     
٢٢  بم   s s w+ - ٢ بم  = ٣s s w- = 
١  إ    ٢ w]

s]s- ٢ إ  = ٣ w]
s]s - = 

]  إ    ]١١ ١ ١ ٢ w]
s]s== - ´ ] إ  = ]١١ ١ ٢ ٣ w]

s]s== ´ - = 
 ١=  ٢م   ،     ١=  ١م    إ   
)المنحنيان متقاطعان فى  بم    المنحنيان متماسان .إ  ٢=  م  ١،  م  ١ , ٢(
 لمماس المشترك لهما: معادلة ا 
    ١ ٢s w- = - Ü  ٠+١ w s= -  

------------------ 
 نوجد نقطة التقاطع بحل المعادلتين معاً كما يلى 
٢ بم  ws= ... }٢ ،  } ١ ٢٣ w s=  ذ } {... -
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٢} ١{من المعادلة   
w

s
 { ذ }�لتعويض فى المعادلة  }  ٣{ ... =

) إ   )٢ ٢٢٣ s
s

= -  Ü ٢
٢
٤٣ s
s

=  س@× �لضرب  -

٢ إ  ٤٣ ٤s s= -  Ü ٢ ٤٤ ٣٠ s s= - - 
) إ   ) ( )٢ ٢١ ٤٠ s s= + - Ü ٢٤ s=  ،٢١ s-  غير ممكن =
٢ إ   s=  ٢أو- s=  ٣{�لتعويض فى{ Ü ١ w=  ١أو- w= 
)النقط هى  إ   )٢ , ١  ،( )٢ , -١- 
 ١ -= لكى نبرهن أن المنحنيان متقاطعان على التعامد نبرهن أن حاصل ضرب ميلاهما   
 المنحنى الثانى   ولالمنحنى الأ    

٢ بم   ws=  ٢ بم س�لإشتقاق �نسبة لـ ٢٣ w s=  س�لإشتقاق �لنسبة لـ  -
٠ إ   w]

s] s w= ٠ إ  + ٢ ٢w]
s] w s= - 

[w إ  
s]

w
s

- [w إ   =
s]

s
w

= 

١ إ  
w

l
s

- ٢ إ   =
w

l
s

= 

٢ بم   ١١ w w
l l

s s
-- = ´ = ´ 

 المنحنيان متقاطعان على التعامد عند كل من النقطتين . إ  
------------------- 

 ®حتى يكون للمنحنيان مماس مشترك عند النقطة(  النقطة كل من المنحنيينلابد أن تحقق  -١ , ٢(
) إ  ) ( )٣١- ١- ٢f H´ + ´ = Ü ٢ - -f H=  ... }١ { 
  ، ( ) ( )٢١ ١ ٢[- - - =  Ü ١ [= 

)حتى يكون للمنحنيان مماس مشترك عند النقطة  ® ميل = ميل المماس للمنحنى الأول   يجب أن يكون -١ , ٢(
 المماس للمنحنى الثانى عند هذه النقطة.

٣sf بم  sH w+ = ، ٢s s[ w-  س�لإشتقاق �لنسبة لـ  =
٢ إ   ٣ w]

s]f sH+ = ، ١ ٢ w]
s]s[- -�١لتعويض عن  = s= ،١ [= 

١٣f إ  H l+ =  ،٢٣- l=  Ü ٣ ٣f H- =  {ذ}...  +

-١ Ü  } ، { ذ }  ١{ بحل المعادلتين  
٢ H=   ،٣-

٢ H=  
-------------------  
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 } ًنوجد معادلة كل من المماس و العمودى : }أولا  
٢ بم   ٢١٢ ٣w s= + Ü ٠ ٢ ٦w]

s] w s= + 
) إ   )٠ ٣ ٢ ١- ٦w]

s]= ´ ´ + ´ 
١ إ   w]

s]=  "ميل المماس " 

معادلة  
 الممــــــــــــــــــــــاس
 العمـــــــــــــــــــــــــــــودى

ü
ý
þ

:
:( )

١ ٣
١ - ٣

s w

s w

+ = -
+ = -

  

 ٠ص = نوجد تقاطع كل منهم مع محور السينات بوضع  }�نياً {  

 إ  
( )

١ ٣
١ - ٣

٠s

٠s

+ = - ü
ý+ = - þ

 Ü 
٤-
٢

s

s

= ü
ý= þ

 

 وحدة طول ٣= وحدة طول  ، طول الإرتفاع  ٦‘ = ذ – ٤-= ‘طول قاعدة المثلث  إ  
 وحدة طول مربعة. ٩=  ٣×  ٦× ٢ م = !؛مساحة  إ  

--------------- 
 س�لإشتقاق �لنسبة لـ    } ١ {............   ٠ص + س = ٨ -ذص@  بم 
 ١ -ذ} =  –{ ص د  ٤ ْئ  ٠=  ١+ د  ٨ - دص  ٤ إ 
)= د  إ   )

١-
٤ - ٢w

 محور الصادات ] المماس بم  
 } ١{ �لتعويض فى ْئ     ص = ذ  ٠ذ} =  –{ ص  ٤إ  غير معرفه د  إ 
 ، ذ } ٨{ النقطة هى  إ    ٨إ   س =   ٠ذ + س = ×٨ – ٤×ذ إ  

----------------- 
  { ا ، ب } هى نفرض أن النقطة المطلوبه 
 } ١{ .....    ا - ا@ = ب تحقق معادلته أى أن إ   للمنحنىبم { ا ، ب } ي  
  ا ، ب نوجد معادلة المماس بدلالة  

 ١ –= ذا ميل المماس    ١ –= ذس د إ   س  -بم   ص = س@ 
 ا }  –}{ س ١ –ب = {ذا  –ص  معادلة المماس :

 تحقق معادلته إ    اس المم} ي  ٤ -،  ١{ النقطة بم 
 ١-ا ٣ذا@ + -ب =  – ٤ - ْئ  ا} – ١}{ ١ –ب = {ذا  – ٤ - إ 
 بعن قيمة } ١{�لتعويض من   {ذ}.....   ب = ٣ – ا٣ - ذا@  إ
  ٠=  ٣ –ذا  -ا@  ْئ  ا  -= ا@  ٣ –ا ٣-ذا@  
 }١{�لتعويض فى   ١ -ا = أو  ٣ا =  ْئ   ٠} = ١}{ ا + ٣ –{ ا  
 ذ}،  ١ -{ أو } ٦، ٣{ النقط هى ْئ   ب = ذ  أو  ٦ب =  

------------------- 

x

y

العمودى

الممـاس

١
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 ٠ص + س@ = ٤ بم Ü  س ٢!؛ -=  د 
 %١٢٠ه = و  % ٦٠ه =  Ü متساوى الأضلاع م  بم 
 ٣[ -س =  ٢!؛ -،  ٣س =  [ ٢!؛ - Ü ٣[ -= د  ،  ٣= [ د  إ  
 ٣ -ص =  Ü ٣س = ذ [،  ٣ذ [-س =  إ 

 ثم نوجد نقطة تقاطعه مع محور الصادات}  ٣ -،  ٣{ ذ [ أو }  ٣ -،  ٣ذ [ -{ نوجد معادلة المماس عند إحدى النقطتيين 
 ذ}،  ٠{ النقطة هى  Ü } ٣+ ذ [ ٠{  ٣=  [ ٣ص +  Ü } ٣{ س + ذ [ ٣[ =  ٣ص +   

--------------------  


  فرض أن حجم الغاز نp   ٢٠فيكون :  : ®، و طول نصف قطر البالون p ]
k ]

-  سم ®=١٠/ث ، #سم =
[ المطلوب : 

k ]
؟؟؟ = ®  ،l ]

k ]
؟؟؟  مساحة سطح البالون.م حيث  =

٣ بم  ٤
٣ pp ٢ ْئ ®= ٤] p ]

k ] k ]
p =® ) ْئ ® )٢ ١٠ ٤ ٢٠-]

k ]
´ ´ p =® 

-١ إ  
٢٠

]

k ]p
= ٢بم  سم/ث ® ٤ lp [٨ ْئ ®= l ]

k ] k ]
p =® ْئ ®

 ١-
٢٠٤ ١٠ ٨ l ]

k ]p- = ´ ´ p   /ث@سم =
---------------------- 

  ٠٫٠٢س  فيكون = نفرض أن طول حرف المكعب s ]
k ]

٠٫٧٢سم/د ،  = l ]
k ]

 مساحة سطحةم /د حيث @سم=
pس ، المطلوب :  ]

k  حجم المكعبح حيثث  [
١٢s ْئ س@٦م =  بم ] l ]

k ] k ]
s ٠٫٠٢  ْئ = ١٢ ٠٫٧٢s´ =  

٢ ْئ ح = س# بم ،  سم ٣س =  إ ٣s ] p ]
k ] k ]

s = 
٢٠٫٥٤ إ ٠٫٠٢ ٣ ٣ p ]

k ]
= ´ ´  /د#سم  =

--------------------- 
  ١حيث س ،  س ، ص  طيلات هى نفرض أن آبعاد متوازى المست s ]

k ]
-٢سم/د ، = w ]

k ]
 سم/د =

  ،٥ ٠ s=   ،٢٠ ٠w=  ٥+: تكون  ن فى أي لحظة زمنيةk s=  ،٢٠-٢k w= 
٢wالحجم  بم    s p=    ْئ ( ) ( )٢٠-٢٢ +٥k k p= 
) إ   ) ( )١٠-٢ +٥ ٢k k p= ْئ ( ) ( ) ( )٢ +٥ ٢ -١٠ +٥ ٤ p ]

k ]
k k k- = 

) إ   ) ( ) ( )+٥ -١٠ ٢ +٥ ٢ p ]

k ]
k k k- =é ùë û  ْئ ( ) ( )١٥-٣ +٥ ٢ p ]

k ]
k k = 

١٥٠ ْئ  ٠ن = عندما    ١٥ ٥ ٢ p ]
k ]

= ´ ´  /د#سم =
pيتوقف معدل التغير عندما    ]

k ]
) ْئ  =٠ ) ( )١٥-٣ +٥ ٢٠ k k=  = د ٣ْئ  ن 

----------------------- 
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 س سم ١٠

   " س " فيكون إرتفاعه "س الهرم الر�عى المنتظم قاعدته مربعة الشكل : نفرض أن طول ضلع قاعدته " 
٣ ْئ الإرتفاع× مساحة القاعدة  ٣= !؛حجم الهرم  بم    ٢١ ١

٣ ٣s s s p= ´ = 
٢s إ   ] p ]

k ] k ]
s ٢٠٫٠١ ْئ = ١s´  سم١٠س =  ْئ =

---------------------- 
  ٢!؛ ْئ  ٢٤المساحة =  بم  = ٢٤اَ ب 

 = عندما  ٤٨إ  اَ ب ، = ٣،  ٦اَ =  ْئ ٨ب
٤ = qg  ،٥

٤ = q i  ،'١ f ]

k ]
= 

 = اَ  ْئ ٢٤بم  اَ ب ×'f ]
k ]

 ب + ×'H ]
k ]

 =٠ 

'إ  ١+ ٨ ٦H]
٠

k ]
= ´ -٣ ْئ ´ '

٤
H ]

k ]
= 

'بم 
'
H

f
= qg ْئ ' 'H f= qg ْئ ' ٢' 'f ] ]H ]

k ] k ] k ]
fq= q + qg i 

)إ  )٢٣- ٣ ٥
٤ ٤ ٤١ ٨]

k ]

q= ´ + ´ -٣ ْئ ´
٢٥

]

k ]

q= 
---------------------- 

  ٢١٨٠مساحة المضلع المنتظم ١
٤k

sk l=h  طول ضلعه  س عدد أضلاعه  ، ن حيث 
٢١٨٠مساحة المثمن  ١

٤٨ ٨s l´ =h  ٢١٨٠ ْئ
٨ ٢s l=h 

    ١٨٠
٨ ٤s ] l ]

k ] k ]
s´ ´ =h   ١٨٠ ْئ

٨١٩٫٣ ٠٫٢ ١٠ ٤ l ]
k ]

= ´ ´ ´ =h 
------------------------------------------ 

   ٢ ْئ بم ص = س# + س ٣s ] s ] w ]
k ] k ] k ]

s+ = 
٢بم    w ]

k ]
=  ،٣ s= ٩ ْئ ٣ ٢s ] s ]

k ] k ]
+ ´ ´ = 

٢٨إ   ٢s ]
k ]

١ ْئ =
٢٨

s ]
k ]

= 
١ م مساحة  بم  

٢٦s l´ ´ ٣s ْئ = l= 
٣sإ   ] l ]

k ] k ]
٣ ْئ = ١

٢٨ ٢٨ ٣ l ]
k ]

= ´ = 
------------------ 

   =  ن    سم ، ١٠ق  %٦٠س% =  /د    ، ْ ٣= ْ ء؛؛ س؛ ؛
 س% } جا –ْ ؛  ق @ { س ٢!= مساحة القطعة الدائرية بم   

   س% }جا  –ْ { س × ١٠٠× ؛ ٢إ   م  = !
 ن�لإشتقاق �لنسبة للزمن    س%} جا –ْ  { س٥٠إ  م = 

 ْ ء؛ ؛س؛ ؛ن  ،  س%�لتعويض عن  }  س%جتا × ْ ء؛ ؛س؛ ؛ن    -ْ ء؛ ؛س؛ن   ×{  ٥٠= ْ ء؛م؛ ؛ن  إ 
ن   إ   }  ٦٠جتا ×  ٣ – ٣{ × ٥٠= ْ ء؛م؛ ؛
 /د@سم ٧٥= ْ ء؛م؛؛ن   إ 

q

جَ 

بَ 

اَ 

ج

ج

ا

س

س  

 ص 

٦سا

ب 
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سم٤ سم٤

q q

ع 

 ا

ب

ج

 د

 ه

ن

س ص
 ع

ف

٥.٤ ١.٨ 

  ص بعد الطرف العلوى عن الأرض= س    ، نفرض أن : بعد الطرف السفلى عن الحائط = 
 م ٣،   س =  ؟؟؟؟ = ْ ء؛ص؛ن  ؛   ، ٢= !ْ ء؛ ؛س؛ن    فيكون  
 م ٤ْئ    ص =  م  ٣}       ،    س = ١{....   @٥ = ص@ + س@ بم  
 ن�لنسبة للزمن  }١{�شتقاق العلاقة  
ن   × + ذص  ْ ء؛ ؛س؛ن  × ذس   ؛ ْ × س  ْئ ذ÷ �لقسمة   ٠= ْ ء؛ص؛ ن  ء   {ذ}....   ٠ = ء؛ص؛ن  ْ  × ص +  ؛س؛
 ْ ء؛؛ ؛س؛ن   س ، ص ، �لتعويض عن  
ن    ْئ   ٠= ْ ء؛ص؛ن   ×  ٤؛ + ٢!× ٣   /د ؛ م٨# -= ْ ء؛ص؛

ن    -= ْ ء؛ص؛ن  فان بنفس المعدل  يكون عندما يتحرك الطر   ®  {ذ}�لتعويض فى  ْ ء؛ ؛س؛
ن   × س  ؛ ؛س؛  ْ ء؛ ؛س؛ن  ÷ �لقسمة    ٠} = ْ ء؛ ؛س؛ن   -× {+ ص  ْ ء
 } ١{فى  }٣{�لتعويض من   } ٣{ ....   س = ص ْئ  ٠ص =  –س 

 م  ٢[ ٢.٥ ْئ   س = @؛٢%؛ ْئ   س@ =  ٢٥س @ + س@ = 
---------------------- 

  ٢قياس زاوية رأسه يساوى ع  ،  يساوى  م نفرض أن إرتفاعq
)المطلوب    )٢ ]

k]

q   ٢سم ،  ٦ع  = عندما = u]k] 
٤ بم    =u qg  =  ٦،  ع Ü ٢

٣  = qg 
٣ إ  

١٣
 = qü f Ü ٢١٣

٩  = q i 

٤ بم    =u qg لإشتقاق �لنسبة للزمن� Ü ٢
٤- ٢ =

u]
k ] ]

k]u

qq
´ i 

٢ إ  
٢ ٤- ١٣

٩٦
 = ]

k]
q´ ´ Ü ٢-

١٣  = ]
k]
q Ü ( )٢٤-

١٣  = ]

k]

q 

----------------------  
  متراً = ص متراً     ،      طول ظل الرجل = س نفرض أن بعد الرجل عن قاعدة المصباح 

 = عف متراً                  ،     بعد �اية ظل الرجل عن قاعدة المصباح = بعد رأس الرجل عن المصباح  ، 
 م/ث٣=  ْ ء؛ ؛س؛ ؛ن  إ  م/ث ٣الرجل يتحرك مبتعداً عن قاعدة المصباح بسرعة بم 
ن   إيجاد معدل تغير طول ظل الرجل يعنى إيجاد لأ ١  ْ ء؛ص؛ ؛

 ا ب/ ] ه د/  م ا ب ج   بم فى 

i إ  } i [

fH H[
 ْئ   =

١٫٨
٥٫٤

w

w s
=

+
١ْئ   

٣
w

w s
=

+
 

 �لإشتقاق �لنسبة للزمن ص = س + ص  ْ ئ   ذ ص = س  ٣إ 
ن   = ْ ء؛ص؛ ؛ن   × ذ  ن  �لتعويض عن  ْ ء؛ ؛س؛ ؛  ْ ء؛س؛ ؛
ن   إ     م/ث ؛٢= # ٣× ؛ ٢= !ْ ء؛ص؛؛
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 و نريد إيجاد سرعته " ج " كأن جسم يتحرك عند ْ ء؛ع؛؛ن  إيجاد سرعة �اية ظل الرجل يعنى إيجاد ذلأ 

 ن�لإشتقاق �لنسبة للزمن  بم  ع  = س + ص  
؛ س؛ ؛ن   =  ْ ء؛ع؛ ؛ن   إ  ن    ْئ   ْ ء؛ص؛ ؛ن   + ْ ء  م/ث ٤   =! ؛٢#+  ٣=  ْ ء؛ع؛ ؛
ن  فْ ء؛ د معدل تغير بعد رأس الرجل عن المصباح نوجد إيجالأ ٣  م ٤.٨س =  عندما ؛ ؛

 م ٣.٦=  ١.٨ – ٥.٤د ن = ه ا = س ،   ب ن = من هندسة الشكل 
  ::}@:٣.٦س@: +: :{:[= ف  ْئ  }@٣.٦@ = س@ + {ف م ب ن د  فى 

 ْ ء؛ س؛ ؛ن  × ذ س × ؛٢! _}@}٣.٦؛ { س@ + {٢= !؛ ؛ن  فْ ء؛ ْئ   �لإشتقاق �لنسبة للزمن    ؛٢!}@}٣.٦= {س@ + {ف  
 ث /م  ٢.٤=  ٣×  ٤.٨× ذ ×  ؛٢! _ }@}٣.٦}@ + {٤.٨× {{ ؛ ٢= !؛ ؛ن  فْ ء؛ 

----------------------  
  حسم  ، حجم السائل = ع نفرض أن إرتفاع السائل فى الوعاء  = 

 سمق  = ذ /ث   ، #سم = ذ؛ ؛ن  حْ ء؛أى أن  
 �لإشتقاق �لنسبة للزمن ع  ٤πح  =  ْئ   ق @ ع  πبم   ح  =  
 ْ ء؛ع؛ ؛ن  ×  @؛٧@؛ × ٤ذ =  ْئ    ْ ء؛ع؛ ؛ن    ٤π= ؛ ؛ن  حْ ء؛  
ن      سم/ث .؛ ٤٢؛ ٤&؛  = ْْ ء؛ع؛ ؛
؛بم     السائل مساوً� حجم الوعاء حتى يمتلئ الوعاء يجب أن يكون حجم إ  ح  = ذ ن /ث #سم= ذ ؛ ؛ن  حْ ء
 ث ١٧.٦ْئ   ن =  ٢.٨×  ٤×  @؛٧@؛ ْئ   ذن =  ٢.٨×  ٤×  πإ   ذ ن =  
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 بم ( ) - =s i s s } Ü ( ) - ١=s i s }/ 

   ( )٠ s }/= Ü  - ١s٠ i= 
١ إ   s i= Ü ٠ s= 
  [هم ،  ٠]س ي  ش  الدالة تزايدية  إ  
 [ ٠،  هم  -]س ي  ش  الدالة تناقصية  ،  

------------------------------------- 
 بم( )+ =

i
s s s }m Ü  مجال الدالةp+ 

) إ   )١ + ١s s }/= Ü ١ + ١s٠= Ü  ١p s+ - =� 
   ( )s ٠p  Ü غير معرفة  /{ s+ =� Ü .لاتوجد نقط حرجة 
 الدالة تزايدية على مجالها. إ  
 

-------------------------------------- 
  = {س} نعين مواقع النقط الحرجة للدالة   ٢٤س + ١٨ -س@  ٣د 

 ٠=  ٨س + ٦ -س@  ْئ ٣÷ �لقسمة  ٠=  ٢٤س +  ١٨ -س@ ٣  
  ٤ = س ،  ذ = س  ْئ ٠} = ٤ –ذ}{ س  –{ س   
  
 
 
 ٣٠= القيمة العظمى المحلية إ   ٣٠=  ١٠ذ + ×  ٢٤{ذ}@ + × ٩ -د{ ذ} = {ذ}#   
 ٢٦= القيمة الصغرى المحلية إ   ٢٦=  ١٠+  ٤×  ٢٤}@ + ٤{× ٩ -}# ٤} = { ٤د{   
 تسمى صغرى محلية .}  ٢٦،  ٤{ تسمى نقطة عظمى محلية    ،   النقطة }  ٣٠{ ذ ، النقطة   


 نعين مواقع النقط الحرجة للدالة   ٢٤س + ١٨ -س@  ٣ د {س} =  
 ٠=  ٨س + ٦ -س@  ْئ ٣÷ �لقسمة  ٠=  ٢٤س +  ١٨ -س@ ٣  
    ٤ = س ،  ذ = س  ْئ ٠} = ٤ –ذ}{ س  –{ س   
 موقع عظمى.إ  س = ذ  عدد سالب=  ١٨ –ذ ×  ٦د {ذ} =  ْئ  ١٨ –س ٦د {س} =   
   ،} موقع صغرى محلية . ٤س =  ْئ عدد موجب=  ١٨ – ٤×  ٦} =  ٤ د 
 ٣٠= القيمة العظمى المحلية إ   ٣٠=  ١٠ذ + ×  ٢٤{ذ}@ + × ٩ -د{ ذ} = {ذ}#   
 ٢٦= القيمة الصغرى المحلية إ   ٢٦=  ١٠+  ٤×  ٢٤}@ + ٤{× ٩ -}# ٤} = { ٤د{   
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  = {س}ذ ؛٣@ }١ –د{س} = { س  ْئ  :}:@:  +  ذ١: :-{ س: [#  د +

 ِ؛ ١؛ِ ؛ِ ؛ِ -ِس ؛ ؛ِ!؛؛ ؛ ؛ ش؛ِ ؛٣× ؛ ٣د { س } = @ ْئ    ؛٣! _}١ –؛ { س ٣د {س} = @  
 غير ممكن ْئ ٠= ِ ؛ ١؛ِ ؛ِ ؛ِ -ِس ؛ ؛ِ!؛؛ ؛ ؛ ش؛ِ ؛٣× ؛ ٣@  ْئ ٠د { س } =   
 
 "" أصفار المقام   ١س =  غير معرفة  عندما د { س }   
 ذ  :}:@:  + ١: -: ١ [{ } =  # ١د {   
 قيمة صغرى محلية .  } = ذ  ١د {   
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 { س } =  ْئ ٨ –س ٤ -د { س } = س# + ذس@  بم ٤ –س ٤س@ + ٣د 

 ؛٣@ -س =  ْئ  ٠=  ٤س + ٦ ْئ  دنوجد أصفار  ٤س + ٦د { س } =  
 د { س } ندرس إشارة  
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هم  -  س هم 

 د {س}إشارة 
 تحدب الدالة

+ - 
؛٣@ -
٠~ 

 ئ ئ 
 إنقلاب محدب لأعلى محدب لأسفل

  المنحنى محدب لأعلى   [؛ ٣@ -، هم   - ]س ي ش     
 المنحنى محدب لأسفل .  [؛ ، هم  ٣@ - ]س ي   ش  ،   
  
 ؛!؛٢؛@٧* -=  ٨ –؛ } ٣@ -{× ٤ -؛ }@ ٣@ -×{ ؛ }# + ذ٣@ -؛ } = { ٣@ -د {  
  و لها مماس عندها. ؛ ٣@ -س =  هى نقطة إنقلاب للدالة لأن المنحنى يتغير تحدبه قبل و بعد ؛!؛ } ٢؛@٧* -؛ ، ٣@ -{ النقطة   

----------------- 
  { س } =  ْئ  د { س } = س# + ا س@ + ب س  بم ذاس + بس@ +٣د 

  د { ذ } = ّ ْئ نقطة إنقلا{ ذ ، ذ }  س + ذا   ، بم  ٦د { س } =  ، 
  ٦ -ا =  ْئ   ذ + ذ ا = ّ ×  ٦ إ 
 د { ذ } = ذ  ْئ   نقطة إنقلاب{ ذ ، ذ }  بم   

 ٩ب =  ْئ ا�لتعويض عن قيمة   ذ = ذ× ذ@ + ب × ذ# + ا    
------------------------ 

   
٣ بم ا~   ٢+٣s s (s )}- = Ü ٢ ٣ ٣ 's (s ) }- = 
٠' إ    ( s ) }= Ü ١ s=  ،١- s=  ٣،  ١[ي[ 
-١٦ إ    ٣( )}=  ،٤ ١( )}=   
 ١٦-، القيمة الصغرى المطلقة =  ٤لقيمة العظمى المطلقة = ا إ   
٢  بم ب~   =s i s ( s )} Ü ٢ ٢ 's si s is ( s ) }+ = 
(٢ إ    's( s is (s ) }+ = Ü '٠ ( s ) }= Ü ٠ s=   ،٢- s= 
٠٫٤٥ إ    ٣-( )};  ،٠٫٥٤ ٢-( )};  ،٠ ٠( )}=  ،٢٫٧٢ ١( )}; 
 صفر، القيمة الصغرى المطلقة =  ;٢٫٧٢القيمة العظمى المطلقة  إ  

------------------- 
  = { س } { س } =  ٣ – ٣د س ٦ -س@  ، د 
 î  ندرس إشارة٠{ س } =  د  
   ٠س@ =  ٣ – ٣ ْئ  
 ١س = _  ْئ  
 î نوجد القيم العظمى و الصغرى المحلية 
 صغرى محلية }  ٠،  ١ -ْئ    {  ٠} =  ١ -د { ، محليةعظمى  }  ٤،  ١ {  ْئ  ٤} =  ١د {  

 î  { س } = ندرس إشارة ٠س =  ْئ  ٠س =  ٦ -  ْئ ٠د 
 î  نقطة إنقلاب . }  ذ،  ٠ إ  {  } =  ذ ٠د { نوجد نقط الإنقلاب 
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 نوعها النقطة
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المماسان المرسومان لدائرة من نقطة 
 رجها متساو�ن فى الطولاخ

  كما �شكلس ، ص هى  ليطنفرض أن آبعاد المست 
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٩أكبر مساحة  إ  ٤ ٣
٤ ٣ ٤ -  = ٢٣ = l´  وحدة مربعة . ´

------------------------ 
   ه د = س ، ا ج = ص فيكون ه ب = س ، ج د = ص نفرض أن
 س –ن ج = ص فيكون ه ن/   ع  ا ج/ نرسم   
 ق @٤س}@ +  –{ س + ص}@ = { ص :  م ه ن ج فى   
 ق @٤ذ س ص + ص@ +  -س@+ذ س ص + ص@ = س@  إ  
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)أصغر مساحة  إ   )٢ ٢  = l® Ü  مربع طول القطر.= أصغر مساحة 
------------------------- 

  ب د = د ج  ْئ ا د/   ع  ب ج/متساوى الساقين ،  بم  م ا ب ج 
 و ب ك = ج  ْئ   متطابقان  ج و بم  م  م ن ب ك ، ر  
 وإ ك د = د  
 ذ س ، ن ك = ص =و  كنفرض أن آبعاد المستطيل هى  
k;   ْئ بم  ك ن/  ] د ا/   م ا ب د فى   ;f

} f} H
=  

 س } – ٩{ ؛ ٣ص = $ ْئ  س؛ ؛ ؛ ؛٩_؛ ؛)؛ ؛ ×  ١٢ص =  ْئ    ١؛ ٢ص؛= س؛ ؛ ؛ ؛٩_؛ ؛)؛ ؛  
 ص�لتعويض عن   م  = ذس ص  مساحة المستطيل  
  ؛!؛ س ٣^؛؛؛ - ٢٤ مَ   =  ْئ  س@  ٣*؛ -س  ٢٤م  =  ْئ س } – ٩؛ { ٣× $م  = ذس  
؛؛؛؛ - ٢٤ ْئ    ٠مَ   =     ؛ ٢س =  ) ْئ  ٠؛!؛ س = ٣^؛

ا

جب
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ودك هه



 

_ ٤١


؛!؛ ٣^؛؛ -بم  مً  =     عظمى عدد سالب   ؛
 سم .٦؛ } = ٢) - ٩؛ {٣ص = $سم ، ٩؛ = ٢× )ذس = ذا يمكن عندما تكون آبعاده مساحة المستطيل أكبر مإ   

--------------------------- 
  ذس ، س ، صنفرض أن آبعاد متوازى المستطيلات هى 

 }١{.....  ؛٢@س ص =  *؛*؛ ْئ ٥٧٦ذ س@ ص =  ْئ  ٥٧٦ح  = الحجم  بم  
 }١{ويض من �لتع   س@ ٤س ص +  ٦م  = المساحة السطحية  بم  
 س ٨*؛@؛  + ٢س *؛خ؛^؛_؛ مَ   =  ْئ س@ ٤*؛@؛ + س *؛خ؛م  =  ^؛ ْئ س@ ٤؛ + ٢@س *؛*؛× س  ٦م  =  
 س@× �لضرب   ٠س =  ٨*؛@؛  + ٢س *؛خ؛^؛_؛   ْئ  ٠مَ   =  
 ٦س =  ْئ  ٢١٦س# =  ْئ ٠س# =  ٨+  ٢٨٨×  ٦ - 
 عظمى  موجبةمً    ٦س =  عند   ٨ @؛ + ٣*؛س *؛خ؛بم مً   = @؛!؛  
 سم . ٨،  ١٢،  ٦الآبعاد التى تجعل المساحة أصغر ما يمكن هى إ  

-------------------------  
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ـــــــــــــــــــــــــــل ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل تكامــــ  تفاضـــــــــــــــ
-١-

 ١+  

١+  

s

s s

s] s u] i s w

s u i i s w]

= =
¯ ¯

- = ¾¾® + =
þ

[



 

_ ٤٦



 ( )s s }- [Ü s دالة زوجية  ٢٤= s s] s j- = - =
٣ ٣

٢ ٢

٠ ٣-
 ٤ ٢  ٤ú ú 

)أصفار  بم   )s-  ]٣،  ٠[ذ ي  ، ذ-ذ ، هى  ٢٤

[s إ   s s] s ) j
é ù

- + - =ê ú
ë û

٣ ٢
٢ ٢

٢ ٠
 (٤ )  ( ٤ ٢ú ú  =(= +٤٦ ٧ ١٦

٣ ٣ ٣ )٢ 

-------------------  


 بم ( ) ( )

٣ ١ - 

٢ ٣
١ ٢ ٢

H

s] s } s] s }- =þ þ 

١فى الطرف الأيسر :   بوضع  ٢s w- = Ü  ٢s] w]= 
٢عندما  ،   s=  ٣أو s= Ü ٣ w=  ٥أو w= 

) إ   ) ( )
٥ ١ - 

١
٢

٣ ٣
٢

H

w] w } s] s }´ =þ þ Ü ( ) ( )
٥ ١ - 

٣ ٣

H

w] w } s] s }=þ þ 

٥ إ  ١ - H= Ü ٦ H=  
------------------- 

 ٢ بم ١
٢ ٢ ٢s w ]

s ]
s+ =i Ü ( )٢ ١

٢ ٢ ٢ss ] s w+ =i þ 

٢ إ  
٢
se s w+ + =g ،  بم( )٢

٤ ٢٩  , p p+  للمنحنىي 

٢ إ   ٢

٤ ٤ ٩=٤e p p p+ + +g Ü ١٠=e Ü ٢
٢١٠ s s w+ + =g 

--------------------- 

 ٢ w ]
s ]s H- =j Ü ( )٢s ] s H w- =j þ 

e إ   s H w+ =h ،  بم( )٤٥ , p  ،( )٣٤١ , p  للمنحنىي 

٤ إ  

٣
٤

=٥

=١

e H

e H

p

p

+ üï
ý

+ ïþ

h
h Ü 

=٥
=١

e H

e H

+ ü
ý+ - þ

 Ü ٣ e=  ،٢ H= 

٣معادلة المنحنى  إ   ٢s w+ =h 
----------------  

 ميل العمودى بمs s l=i j-  Ü w ]
s ]

s s =f e   
) إ   )s ] s s w=f e þ Ü ٢e s w+ =e   



 

_ ٤٧


) بم   )٦١ , p للمنحنىي Ü ( )٢

٦ ١e p+ =e 
٣ إ  

 ٤ e= Ü  ٢٣معادلة المنحى هى
 ٤ s w+ =e 

---------------- 
 بتكامل الطرفين  ء س ٣ { ص +  [ص/ } ءص =  ْئ = ؛ ؛ ؛ ؛  ش؛ ؛ِص #؛؛ ؛ص  = د  بم 
  ء س ٣ ت} ءص =  ؛٢!{ ص + صت  ْئ  ء س ٣ ت{ ص +  [ص/ } ءص = ت    
؛ ، ١؛!؛٨{  بم   ثس +  ٣=  ؛٢#؛ ص٣؛ ص@ + @٢!    للمنحنى} ي  ١؛؛
 ١= ث   ْئ  ث؛؛؛ + ١؛!؛٨ × ٣=  ؛٢#}١× {؛ ٣@+  @١× ؛ ٢! 
   ٦ + س١٨ = [ص/#/ ٤ + ص@٣ ْئ ٦× �لضرب  ١س +  ٣=  ؛٢#؛ ص ٣؛ ص@ +  @٢! 

------------- 

 ْئ  } ٧{ ذ ، المنحنى له قيمة عظمى محلية عند النقطة  بم 
٧

w ]
s ]

w

٠

= üï
ý

= ïþ
   س = ذعندما  

  = ْئ    ء ست  {  د }  بم  ص  = س} ء س٦ –ذ ت {  ص 
 س = ذعندما  ٠بم  ص =  ،  ١ ثس@ +  ٣ –ص = ذ س   
 ٨س@ +  ٣ –ص = ذ س  ْئ ٨=  ١ ث  ْئ  ١ث ذ@ + ×  ٣ –ذ × = ذ  ٠  

 } ء س  ٨س@ +  ٣ –ذ س ت {  ص =   ْئ    ص ء س ت  ، بم  ص = 
 س = ذ عندما  ٧ص =  بم ،  ٢ ثس +  ٨س# +  -ص = س@  
 ٥ -=  ٢ث   ْئ  ٢ ثذ + ×  ٨ذ# +  -=  ذ@  ٧  
   ٥ – س ٨ + س# - س@ = ص   إ 

--------------- 
  ذ س – ٣= د ص   ْئ  ٣+  ذ س = د بم ص 

 ذس } ء س – ٣{ ت  ص ءص =  ت  ْئ  ذس} ء س – ٣ص ءص = {  
 للمنحنىذ} ي ،  ١ { بم  ثس@ +  –س  ٣؛ ص@ = ٢!  
 ٠= ث  ْئ  ث@ + ١ – ١×  ٣ذ@ = × ؛ ٢!  
   س@ ذ – س ٦ = ص@  ْئ ذ× �لضرب  س@  –س  ٣؛ ص@ = ٢! إ 

------------- 
  ٣ –س  ٦= ْ ء؛م؛؛؛؛س   إ  ٣ – س ٦معدل تغير ميل المماس هو  م  ، بم ليكن ميل المماس هو 
 ثس +  ٣ -س@  ٣م =   ْئ  } ء س ٣ –س  ٦ ت {م =  إ 
 ١س =  عندما  ٠م =   ْئ   ١س = المماس أفقى عند  بم 
 س ٣ -س@  ٣م =   ْئ  ٠=  ١ ث ْئ ١ + ث ١×  ٣ -@ ١×  ٣=  ٠ 



 

_ ٤٨


 س } ء س ٣ -س@  ٣ت {  ص =  ْئ  س ٣ -س@  ٣= د  إ 
 ٢ + ث ٦ – ٨ذ =  ْئ للمنحنى، بم  { ذ ، ذ } ي   ٢ ث؛ س@ + ٢# -ص = س#  
   س@ ؛٢# - س# =  ص    ْئ ٠=  ٢ ث إ  

------------------ 
 نعين مواقع القيم العظمى ، الصغرى المحلية   ٢٤س +  ١٨ -@ س ٣= د  بم 
 ٠} = ٤ –ذ}{ س  –{ س  ْئ  ٠=  ٨س +  ٦ -س@  ْئ  ٠=  ٢٤س +  ١٨ -س@  ٣ 
  ١٨ –س  ٦=  ص  بم   ٤س =  أ، س = ذ  

   ٍأص
  موقع العظمى المحلية  س = ذ  ْئ  عدد سالب  ٦ -=  س = ذ 

   ٍأص
  ٤س =  

 موقع الصغرى المحلية .  ٤س =  ْئ  عدد موجب  ٦ =

 ٤س =  عندما  ٢٦إ  ص =  
 ثس +  ٢٤س@ +  ٩ -ص = س#   ْئ  } ء س ٢٤س +  ١٨ -س@  ٣ت {  بم  ص =   
 ١٠= ث   ْئ   + ث ٤×  ٢٤@ + ٤×  ٩ -# ٤=  ٢٦ 
  ١٠س +  ٢٤س@ +  ٩ -ص = س#  
 ٣٠=  ١٠+  ذ×  ٢٤ذ }@ +  × { ٩-}#  ذ = {القيمة العظمى المحلية  

-------------- 
 بم ( )٣s s }= 
٣٠أصفار الدالة  إ   s= Ü ٠ s= 
]ندرس إشارة الدالة فى الفترة    ]٢ , ٢- 

)المساحة  إ   )s] s } | l=
٢

٢-
 | þ  Ü ( ) ( )s] s s] s l+ - =

٢ ٠
٣ ٣

٠ ٢-
 þ þ 

 إ 
٠

s s l-é ù é ù+ =ë û ë û
٤ ٤٢
٤ ٤٠ ٢-

  Ü l+ =٤=٨  وحدة طول مربعة ٤
----------------- 

  : ٣٤٠نوجد التقاطع مع محور السينات s s= - Ü ٠ s=  ،٢ s=   ٢للمجال ، ي- s= 
  كما فى الشكل ا�اور  ندرس إشارة الدالة :  
 

)المساحة  المطلوبة إ    )
٢-

٠

s ] s } l=ú( )٣

٢-

٤
٠

s ] s s- =ú  =وحدة طول مربعة ٤ 

------------------  
 



   
- +-+ 

٣٢٠٢-


  
- -+ 

١٠٢-
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  ٠ w= : ٢ يعنى محور السينات ، نوجد التقاطع مع محور السينات ٢ ٣٠ s s= - + Ü٣ s= ،١- s= 

= المساحة  بم 
٤

٢

١

٢ ٣s ] | s s |

-

- + ú  

= المساحة  إ  
٤ ٣

٢ ٢

٣ ١

٢ ٣- ٢ ٣s ]( s s ) s ]( s s )

-

+ - + - +ú ú  =٧ ٣٢
٣ ٣١٣ =  وحدة طول مربعة +

------------------ 
  :٢ نوجد نقط تقاطع المنحنيين ٣٢ =٥ ٣s s s+ + - 
٢ إ   ٣=٣ ٣٠ s s s+ - - Ü ( ) ( ) ٢= ٣ ٣٠ s s s- - - 
) إ   ) ( )٢= ١ ٣٠ s s- - Ü ( )( ) ( )= ١ ١ ٣٠ s s s- + - 
٣ إ   s=  ،١ s=  ،١- s= 

)المساحة  إ   ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
٣ ١

١ ١-

s ] s } s v s ] s v s } l- + - =ú ú 

المساحة  إ 
٣ ١

٢ ٣ ٢ ٣

١ ١-

(٥ ٣ ٢+ (٢- -٥ ٣s ] s s s ) s ] s s s ) l- + - + + - =ú ú 

المساحة  إ  
٣ ١

٢ ٣ ٢ ٣

١ ١-

٨ (٣ ٣ (٣ ٣s ] s s s ) s ] s s s ) l= - + - + + - - =ú ú وحدة طول مربعة 

---------------- 
  تكلفة التر الواحد من الجرانيت× مساحة الممر = تكلفة الممر الواحد 
٠مساحة المنطقة المحدودة بمنحى الدالة ، المستقيمان = مساحة الممر    s=  ،٠ w= 
٢نوجد تقاطع الدالة مع محور السينات :    ١

٣ ١٢٠ s= - Ü ٦ s=  ،٦- s= 

= مساحة الممر   
٦

٢ ١
٣ ١٢)

٠

s ]( s - ú  =٦ ٣ ١
٩٤٨ ١٢

٠
s sé ù= -ë û 

٤٠٠=٩٦٠٠٠= الممرات الخمس تكلفة    ٤٨ ٥´  جنيه ´
--------------- 

  ١ليكنws =ü  ،٢
٢ws = 

٢نوجد الإحداثى السينى لنقط تقاطع المنحنيين :   
s s= ü  Ü ٤

s s= 
٤٠ إ   s s= - Ü ٣ ١٠ ( )s s= - Ü ٠ s=  ،١ s= 


- -+ 

٣١-

( ) ( )

( ) ( )٢ ٢
٠ ٠v }

} v

p

p



 

_ ٥٠



= الحجم  إ  
١

٢ ٢
٢ ١

٠

s ] w wé ù- pë ûú  Ü  الحجم =
١

٤

٠

s ]( s s )- pú 

١= الحجم  إ   ٥ ٢٣ ١ ١
٥١٠ ٢٠

s sé ùp = - pë û .وحدة طول مكعبة 
--------------- 

  : ٢٤نوجد الإحداثى الصادى لنقط تقاطع المنحنيين -٤ ٢ss= + Ü ٠ s=  ،٢ s= 
�٤لتعويض فى أى من المعادلتين :    w=  ،٠ w=   "حدود التكامل " 
٢لتكن   

١ -٤ ws =  ،٢٤ ٢w s= + Ü ٢
٤-١w s=  ،٢ ٢١

٢٤ ٢ ٤w w s+ - = 

= الحجم  إ  
٤

٢ ٢
٢ ١

٠

w] s sé ù- pë ûú  Ü  الحجم =
٤

٢ ١
٤ ٢ ٤ -٤

٠

w]( w w w )- + - pú 

= الحجم  إ  
٤

٢ ١
٤

٠

w]( w w)- pú  =٤ ٣ ٢٨ ١ ١
٤٣ ١٢٠

w wé ùp = - pë û .وحدة طول مكعبة 

---------------- 
 ٠ص =محور السينات بوضع  نوجد الإحداثى السينى لنقط تقاطع المنحنى مع  :H s=  ،H s-  " حدود التكامل" =
 بم  

٢ ٢

٢ ٢١ w s

f H
= + Ü ( )٢

٢
٢ ١-٢s

H
f w= 

٢= الحجم  إ  
H

H

s ] w

-

pú Ü  الحجم =( )٢

٢
١-٢

H

s

H
H

s ] f

-

pú 

)= الحجم  إ   )٢
٢ ٢١ -١ ٢

H

H
٠

s ] fs pú Ü  ٢= الحجم
٣ ٢١

٣
٢

H

H٠
s fsé ù- pë û 

٢= الحجم  إ  
٣ ٢١

٣
٢

H
( H H ) f´ - p Ü  ٢= الحجم ٢٤ ١

٣ ٣ ٢fH ( H H) fp = - p 
------------------  

 


