
See discussions, stats, and author profiles for this publication at: https://www.researchgate.net/publication/275153275

الدوال التحليلية

Chapter · January 2007

CITATIONS

0
READS

1,825

1 author:

Some of the authors of this publication are also working on these related projects:

Functional Analysis View project

Measure Theory View project

Ramadan Sabra

Jazan University

48 PUBLICATIONS   74 CITATIONS   

SEE PROFILE

All content following this page was uploaded by Ramadan Sabra on 19 April 2015.

The user has requested enhancement of the downloaded file.

https://www.researchgate.net/publication/275153275_aldwal_althlylyt?enrichId=rgreq-4f79d2e61d34ab418b00d56d63b74caa-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI3NTE1MzI3NTtBUzoyMTk5NTAyMjk3OTA3MjBAMTQyOTQ1MTYyOTQ2OA%3D%3D&el=1_x_2&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/publication/275153275_aldwal_althlylyt?enrichId=rgreq-4f79d2e61d34ab418b00d56d63b74caa-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI3NTE1MzI3NTtBUzoyMTk5NTAyMjk3OTA3MjBAMTQyOTQ1MTYyOTQ2OA%3D%3D&el=1_x_3&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/project/Functional-Analysis-8?enrichId=rgreq-4f79d2e61d34ab418b00d56d63b74caa-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI3NTE1MzI3NTtBUzoyMTk5NTAyMjk3OTA3MjBAMTQyOTQ1MTYyOTQ2OA%3D%3D&el=1_x_9&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/project/Measure-Theory-2?enrichId=rgreq-4f79d2e61d34ab418b00d56d63b74caa-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI3NTE1MzI3NTtBUzoyMTk5NTAyMjk3OTA3MjBAMTQyOTQ1MTYyOTQ2OA%3D%3D&el=1_x_9&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/?enrichId=rgreq-4f79d2e61d34ab418b00d56d63b74caa-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI3NTE1MzI3NTtBUzoyMTk5NTAyMjk3OTA3MjBAMTQyOTQ1MTYyOTQ2OA%3D%3D&el=1_x_1&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Ramadan_Sabra?enrichId=rgreq-4f79d2e61d34ab418b00d56d63b74caa-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI3NTE1MzI3NTtBUzoyMTk5NTAyMjk3OTA3MjBAMTQyOTQ1MTYyOTQ2OA%3D%3D&el=1_x_4&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Ramadan_Sabra?enrichId=rgreq-4f79d2e61d34ab418b00d56d63b74caa-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI3NTE1MzI3NTtBUzoyMTk5NTAyMjk3OTA3MjBAMTQyOTQ1MTYyOTQ2OA%3D%3D&el=1_x_5&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/institution/Jazan_University?enrichId=rgreq-4f79d2e61d34ab418b00d56d63b74caa-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI3NTE1MzI3NTtBUzoyMTk5NTAyMjk3OTA3MjBAMTQyOTQ1MTYyOTQ2OA%3D%3D&el=1_x_6&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Ramadan_Sabra?enrichId=rgreq-4f79d2e61d34ab418b00d56d63b74caa-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI3NTE1MzI3NTtBUzoyMTk5NTAyMjk3OTA3MjBAMTQyOTQ1MTYyOTQ2OA%3D%3D&el=1_x_7&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Ramadan_Sabra?enrichId=rgreq-4f79d2e61d34ab418b00d56d63b74caa-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI3NTE1MzI3NTtBUzoyMTk5NTAyMjk3OTA3MjBAMTQyOTQ1MTYyOTQ2OA%3D%3D&el=1_x_10&_esc=publicationCoverPdf


 

 

 

 

 

 

 

 

 التحليليةالوحدة الثانية:الدوال                                                                                  

 

 23 

 

  الوحدة الثانية 

  

 التحليليةالدوال 
  Analytic Functions )) 

 

 :( Complex Function )الدالة المركبة 

ب دوراً أساسياً في ــن المفاهيم الأساسية والتي تلعــإن  مفهوم الدالة هو م

ي كتابة الظاهرة ــتطوير علم الرياضيات. حيث أن الدالة هي أداة هامة  ف

ذه ــــــرياضية والتي بدراستها نعطي تفسيراً علمياً لهعلى شكل معادلات 

 كيميائية أو اقتصادية. والظاهرة سواءً أكانت هذه الظاهرة فيزيائية أ

 

 :تعريف

إذا كانت    ركبة  ــن مجموعة الأعداد المــمجموعتان جزئيتان م   ,

C  يمةـدة القــة ووحيـالمركب ةــفإن الدال  ( single-valued) f    ن ـــم

هي :fويرمز لها بالرمز    إلى المجموعة      المجموعة

بعنصر  ة ــن عناصر المجموعــتربط كل عنصر م اعدةقن ــعبارة ع

  . f)(يرمز له بالرمز    المجموعة  وحيد من عناصر 

 
 ةـــــتعددة القيمـناك دوال مـه يــل الحقيقـيـلـي التحــال فــو الحــا هـمـكملاحظة :  

 valued ) –( multiple     مثلzzf )(  ب سنقصد  اـذا الكتــي سياق هــ. ف

 دة القيمة إلا اذا ذكر غير ذلك.   بالدالة  الدالة وحي

 

  إذا كانت :مثال 3,1,  ii     وكانتizzf )(   : فإن 

ifiifiif  3)3(,12)1(,2)( 
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الدالة   :مثال
z

zf
1

)(  وعة  ـمعرفة لجميع عناصر المجم 0:  zz    

 فإن هذه الدالة غير معرفة.  0zأما في النقطة  

 

 وهذا يقودنا إلى التعريف التالي: 

 

معرفة عليها  تسمى  zf)(مجموعة الأعداد التي تكون  الدالة  إن :تعريف

 .  fDويرمز لها بالرمز   zf)(الدالة   (Domain(مجال 

 أي أن    

 definedzfzD f )(: 

 

إذا كانت   :مثال
1

)(
2 


z

i
zf      فإن iCD f  \ . 

 

من الاختلافات الأساسية بين الدالة الحقيقية والدالة المركبةة أننةا ملاحظة: 

لا نستطيع رسم بيان الدالة المركبة ) لماذا؟( بل من الممكن أن نمثل بيانيةا 

ثير الدالة على المناطق وهذا ما سيتم التعرض لةه بالتفصةيل فةي الوحةدة تأ

 الثالثة.
 شكل اليمكن كتابتها على  zf)(إن أي دالة مركبة  :ملاحظة

 

),(),()( yxivyxuzf  . 

 حيث أن 
))(Re(),( zfyxu  ,))(Im(),( zfyxv   

إذا كانت  مثال :
2)( zzf   فإنxyiyxiyxzf 2)()()( 222    

xyyxvyxyxuوبذلك تكون 2),(,)(),( 22  
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  :تمارين

إذا كانت   .1
)1(

)(
2 iz

iz
zf




  مما يلي . احسب كلا: 

)2(,)(,)0( ififf  ,fD 

 

gffgأوجد صيغة مناسبة لتعريف  .2

g

f DDD ,,دوال . ثم احسب مجال ال

 التالية: 

iz

iz
zkc

zzzkb

z
zzha










)(.

))(arg(Im)(.

1
)(.

 

 

ivuDأوجد صيغة مناسبة لتعريف  .3    :ثم احسب مجال الدوال التالية 

 

4. 







 






00

22

22

)(.

1
2

1
)(..

n

nxt yidteyzgb

yxi
yx

zfa

 

 

)()sin(اكتب الدالة . 4 yxixyzf  بدلالةzz , . 
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  :(Limits)النهايات

 

أي  ةكون غير معرفةتممكن أن  ما قيمة الدالة في نقطة مما سلف رأينا أن 

لكةن إذا ذه الدالة  .  ــجال هــأن هذه النقطة ممكن أن تكون لا تنتمي إلى م

ذه الدالة معرفةة فةي جةوار هةذه النقطةة فمةن البةديهي أن نتسةاءل ـــكانت ه

وكما سنرى في هذه الوحدة فةإن  ذه النقطة.ـذه الدالة حول هـــعن سلوك ه

 لنهايات ستعطي الدراسة الدقيقة لسلوك الدالة حول نقطة ما. ا

ونذكر هنا بأن هناك الكثير من الظواهر الطبيعية التي لا تدرس فةي نقطةة 

مثلاً ــةـمعينة بل تتم دراسة هذه الظاهرة أثناء الإقتراب من هذه النقطة .  ف

ذه ـــباعة من سلعةٍ ما فإن عدد هتبين عدد الوحدات الم  fلو كانت الدالة 

ذه السةلعة    لأن ـلى هــالوحدات في يومٍ معين لا يعكس الطلب الحقيقي ع

عةدد الوحةدات  ويكةوند يكون يوم عطلةة ــيه الدراسة قــاليوم الذي تمت ف

المباعة في هذا اليوم صفر أو علةى العكةس تمامةا قةد يكةون هةذا اليةوم هةو 

لك يكةو ن عةةدد الوحةةدات المباعةةة كبيةةر جةةداً .  اليةوم الةةذي يسةةبق العيةةد وبةةذ

لذلك فإن المؤشر الحقيقي يكون عندما تتم  دراسة  هذه الظاهرة قبل وبعةد 

اب درجةات ـسألة حســرى  مــثلة الأخــن الأمــذا اليوم بعدة أيام .  ومـــه

يعكةس  الحرارة في مدينة ما حيث أن حساب درجة الحرارة في نقطة مالا

 ة الحقيقية لأن هذه النقطة قد تكون ظل شجرة .درجة الحرار

 

  0z (0zا للنقطةة ـدالة مركبة معرفة في جوارٍ م zf)(إذا كانت  :تعريف

ة ــ( . فإننا  نقول أن نهاي zf)(ليس بالضرورة أن تكون من مجال الدالة 

 وبةةةالرمو  0هةةةي   0zتقتةةةرب مةةةن النقطةةةة  zعنةةةدما  zf)(الدالةةةة 

))(lim( 0
0




zf
zz

 إذا وفقط إذا كان : 
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))(:0,0( 00   zzwhenzf 

 

 أثبت أن  :مثال

iiz
z




3lim
0

 

 0معطى نريد أن نحصل على   0نفرض أن  : الإثبات

بحيث أن iiz3  عندماz  : 

 

 من المتباينة

3
33


  zziiz 

 

نجد أن   
3


  

 

 ومن هنا  نستنتج أنه 

)3:0
3

,0( 


  zwheniiz    

 وهذا يعني أن 

iiz
z




3lim
0

  

0limأثبت أن  :مثال
0




z
z
  

 0معطى نريد أن نحصل على   0نفرض أن  : لإثباتا
 بحيث أن 
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    0z    عندماz 

 نةمن المتباي

  zzz 0 

 نجد أن 

  
 لذلك 

):0,0(   zwhenz 

 

 وعليه فإن

0lim
0




z
z

 

 

000 انت ـإذا ك  : نظرية iyxz    000انت ـوك ivu  دالة ـانت الـوك

),(),()( yxivyxuzf     0فإن)(lim
0




zf
zz

 انــــط إذا كــقـإذا وف  

0
),(),(

),(lim
00

uyxu
yxyx




   ,),(lim 0
),(),( 00

vyxv
yxyx




   

 

 :الإثبات

lim)(0نفرض أن   :أولا
0




zf
zz

 وهذا يعني أن   

))(:0,0( 00   zzwhenzf 

إذن وبما أن   00 )(),( zfuyxu  

                 00 )(),( zfvyxv 

 فإن



 

 

 

 

 

 

 

 

 التحليليةالوحدة الثانية:الدوال                                                                                  

 

 29 

)),(),(),(:0,0( 000   yxyxwhenuyxu 

 

)),(),(),(:0,0( 000   yxyxwhenvyxv

 

 أي أن 

0
),(),(

),(lim
00

uyxu
yxyx




 ,),(lim 0
),(),( 00

vyxv
yxyx




 

 

0بفرض أن    :ًً ثانيا
),(),(

),(lim
00

uyxu
yxyx




و       

0
),(),(

),(lim
00

vyxv
yxyx




  

 نستنتج أن 

)),(),(
2

),(:0,0
2

( 10001 





 yxyxwhenuyxu 

)),(),(
2

),(:0,0
2

( 20002 





 yxyxwhenvyxv

 

 وبما أن 

               


 
22

),(),()( 000 vyxvuyxuzf 

 إذن

 

 أي أن 

0)(lim
0




zf
zz

 

 الإثبات. ذا ما ينهي وه

  ))(:,min,0( 0021   zzwhenzf
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xyiyxzf   إذا كانت :مثال 2)()( 22  فإن:   

ixyiyxzf
yxyxiz

22lim)(lim)(lim
)1,1(),(

22

)1,1(),(1



 

هل النهاية    :مثال
z

z

z 0
lim


 موجودة ولماذا؟    

 

 بما أن  :الحل

22)0,0(),(22

22

)0,0(),(0

2
limlimlim

yx

xy
i

yx

yx

z

z

yxyxz 








   

 لأن  النهاية  موجودة غير فإن هذه النهاية  

 
22

22

)0,0(),(
lim

yx

yx

yx 




  

 غير موجودة.

 

lim)(0إذا كانت  :نظرية
0




zf
zz

lim)(1وكانت  
0




zg
zz

إن جميع ـــف 

 العلاقات التالية صحيحة: 

  10)()(lim.1
0

 


zgzf
zz

 

  10)()(lim.2
0




zgzf
zz

 

  0,/)(/)(lim.3 110
0




zgzf
zz

 

 

 نثبت الخاصية الثانية  :الإثبات

00اذا كانت    فان الاثبات ينتج مباشرة من التعريف 
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 بفرض أن 

Mzgzf
zz




)(,)(lim 0
0

    1و)(lim
0




zg
zz

 

 نحصل على

               

10010 ,
2

)(:00
2

())(lim(
0







 


zz
M

zf
M

zf
zz

 

20

0

12

0

1 ,
2

)(:00
2

())(lim(
0










 


zzzgzg

zz

 

 ا أن وبم



















0

0

100

100010

22

)()()(

)()()()()()(

M
M

zgzfzg

zgzgzgzfzgzf

 

 إذن 

    01021 ,)()(:,min0( zzzgzf 

 أي أن

  10)()(lim
0




zgzf
zz

 

 إثبات باقي الخصائص يتم بصورةٍ مشابهة .
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 :مثال

)31()3(lim.3

)1)(2())(1(lim.2

2

212
lim.1

1

)1(

2

iizz

iizz

i

i

iz

zz

z

iz

iz


















 

كما هو معروف من التحليل الحقيقي فإن هناك الكثير من النهايات التي لا 

ذه المسائل مثل ـتحايل قانوني على مثل ه تحل مباشرة   بل يلزمنا إجراء

 التحليل أو الاستبدال أو الضرب بالمرافق.

  :مثال

 
3

1

)1)(1(

)1(
lim

1

1
lim

1

1
lim.3

2

1

1

1
lim

)1)(1(

1
lim

)1()1(

)1)(1(
lim

1

1
lim.2

21lim
)1(

)1)(1(
lim

1

1
lim.1

2131

3
3

1

1111

11

2

1




























































z

z

z

zzz

z

zz

zz

z

z

z
z

zz

z

z

z

zzzz

zzz

 

 

 تمارين

 أثبت أن . 1 

iyxixc

Cbabzabzab

zza

iz

zz

zz













1))2((lim.

,,lim.

ImImlim.

1

0

0

0

0
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 : أوجد النهايات التالية. 2

iz

iz

z

z

z

z

z

z

izz

zz





















11

lim.4
1

1
lim.3

4

2
lim.2

1

1
lim.1

2

3

1

4

3

1

 

 

lim)(0.  أثبت أنه إذا كانت 3
0




zf
zz

Mzgنت وكا  )( وارٍ ــي جــف

فإن  0zما للنقطة   0)()(lim
0




zgzf
zz

   . 

lim)(0 . نقول أن4 


zf
z

فإنه يوجد  0دد موجب ـــإذا كان لكل ع 

0  بحيث 




1
,)( 0  zzf 

0هذا التعريف لتثبت أن استخدم 
1

lim
2


 zz
 . 

 

 . نقول أن. 5


)(lim
0

zf
zz

ه ــإنــف 0دد موجب ــإذا كان لكل ع 

 بحيث  0يوجد 




 00,
1

)( zzzf 

استخدم هذا التعريف لتثبت أن  
 20

1
lim

zz
 . 

 

 خدم التعاريف المعطاة أعلاه لإثبات ما يلي : است. 6
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0
0

0 )
1

(lim)(lim.  
 z

fzfa
zz

 

 

0
)(

1
lim)(lim.

00


 zf

zfb
zzzz

 

 

لإثبات ما يلي  7 استخدم النتائج من التمرين   7.         
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2

2

)1(

1
lim.

4
)1(

4
lim.

z
b

z

z
a

z

z

 

 

 :(Continuityالاتصال )

 

الدوال ي الرياضيات حيث أن ـن المفاهيم الأساسية فــفهوم الاتصال  مــم

همة جداً . علماً بأن هناك نظريات وقواعد كثيرة ـالمتصلة تتسم بصفات م

ن الظواهر الطبيعية ــا أن الكثير مـمــجداً لا تتحقق إلا للدوال المتصلة. ك

 تكتب على شكل دوال متصلة.

إذا تحققت الشروط  0zمتصلة في النقطة  zf)(  . نقول أن الدالةتعريف

 الثلاث التالية:

        1   .)( 0zf  معرفة 

        2   .)(lim
0

zf
zz

 موجودة     

        3   .)()(lim 0
0

zfzf
zz




 . 
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 ل نقطةــي كــإذا كانت متصلة ف  وتكون الدالة  متصلة في المنطقة    

 ذه  المنطقة.ــن نقاط  هــم

 

  الدالة :مثال 


















1,2

1,
1

1

)(

2

z

z
z

z

zf  

 

lim)(2)1(  لأن  1z في النقطة متصلة 
1

fzf
z




. 

  الدالة  :مثال


















1,

1,
1

1

)(

2

zi

z
z

z

zf   

  ذلك ولأن  1zغير متصلة )منفصلة( في النقطة

ifzf
z




)1(2)(lim
1

 

)(),(),(إذا كانت الدالة معطاة على الشكل نظرية: yxivyxuzf   فان 

)(zf 000ي النقطة ـتكون متصلة ف iyxz   ل ـإذا وفقط إذا كانت ك

),(ن الدوال ـم yxu   و),( yxv  متصلة في النقطة),( 000 yxz  . 

 

 الدوال التالية: :مثال

xyiyxzg 2)()( 22   ,)sin()( 22 xyieyxzf  
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ن اتصال ـــوذلك ينتج مباشرة م Cى المستوى المركب ــلــي دوال متصلة عــه 

xyyxكثيرات الحدود   2),( 22     والدوال
xyeyx ),sin( 22  لى المستوى ــع

 .xyالديكارتي

   

 (:Analytic Functionsالدوال التحليلية ) 

 

ي ــر المتغيرة فــوم المشتقة يعتبر الأداة الأساسية لدراسة الظواهــإن مفه

ن ــا نلحظه مـــي حركة دائمة رغم مــالطبيعة. حيث أن كل شيء حولنا ف

 سكون نسبي .

 

ة  ــ. مشتقة الدال 0zمعرفة في جوار ما للنقطة  zf)(لتكن الدالة   :تعريف

)(zf  0ي النقطة ـــفz   ويرمز لها بالرمز)( 0

/ zf  ا ــلى أنهــتعرف ع 

 

0

0 )()(
lim

0 zz

zfzf

zz 




 

 

 ــةدال  zf)(ذه الحالة تسمى الدالة ـي هـار أن هذه النهاية موجودة. فباعتب

 . 0zقابلة للتفاضل في النقطة 

 
فهناك الكثير من الصيغ المتكافئة التي  كما هو الحال في التحليل الحقيقي  :ملاحظة

 :  تعبر عن مشتقة الدالة في النقطة   مثل الصيغة

 

z

zfzzf
zf

z 






)()(
lim)( 00

0
0

/ 
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إذا كانت  :مثال
2)( zzf    فإن: 

0

0

2

0

2

0

0
0

/ 2lim
)()(

lim)(
00

z
zz

zz

zz

zfzf
zf

zzzz













 

 

 ذه الدالة قابلة للاشتقاق في جميع النقاط . فعلى سبيل المثال ـــنلاحظ أن ه

  

iif 46)23(/    6)3(/ f   iif 22)2(/  

 

zzfإذا كانت .  :مثال )(  فإن 

z

z

z

fzf
f

zzz 0

lim
)0()(

lim)0(
0

/





 

zzfلذا تكون الدالة  ) لماذا؟(ذه النهاية غير موجودةــوه )(  غير قابلة

00للاشتقاق عندما   z  . 

 
 عادة ما تستخدم الرمو  التالية للتعبير عن مشتقة الدالة : :ملاحظة

Df
dz

dw

dz

df
,, 

 

ان الصيغة ملاحظة : 
z

zfzzf
zf

z 






)()(
lim)(

0

/
تعبر عنم مشتقة  

 . zالدالة في أي نقطة اختيارية 

اذا كانت مثال : 
2)( zzf    فإنz

z

zzz
zf

zz
2

)(
lim)(

22
/

0
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فانها متصلة  0z شتقاق في النقطةقابلة للا zf)(  الدالة اذا كانتنظرية : 

 . في هذه النقطة

 : الاثبات 

 التالية :اثبات هذه النظرية ينتج مباشرة من العلاقة  

00.)()(
)()(

lim)()(lim 0
00








zfzz

zz

zfzf
zfzf l

o

o

o

zz
o

zz
 

 هل عكس النظرية صحيح؟ ولماذا؟: تمرين 

 

   :(Differentiation Rules)قواعد الاشتقاق 

ن التحليةل ـةـن  القواعد التي يمكن تعميمها مــلكثير مكما أسلفنا فإن هناك ا

الحقيقةةي إلةةى التحليةةل المركةةب حتةةى أنةةه وفةةي كثيةةر مةةن الأحيةةان يكةةون 

 الإثبات هو نفسه . من هذه القواعد قواعد الاشتقاق التالية: 

;0.1 c
dz

d
                                                         

;.2 1 Rrrzz
dz

d rr  
                                    

 
dz

dg

dz

df
zgzf

dz

d
 )()(.3                                  

    

 
dz

dg
f

dz

df
gzgzf

dz

d
)()(.4                                 

 

 

 
)(

)()()()(

)(/)(.5
2 zg

zg
dz

d
zfzgzf

dz

d

zgzf
dz

d
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  )())(())((.6 // zgzgfzgf
dz

d
                  

 

ات في حالة التحليل اثبات هذه القواعد يتشابه الى حد كبير مع الاثبات

 الحقيقي ونتركه كتمرين للطالب.

 إذا كانت :مثال

3
2

)( 






 


z

iz
zf   فإن :  

zz

iz

z

iz

2

3
3

2
2

2 







 


zz

izz

z

iz
zf

2

)(4
3)(

22
2

2
/ 








 
 

 

 تمارين

 

/)(استخدم تعريف المشتقة لإيجاد  . 1 zf يلكل مما يل : 

z
zlc

zzkb

iizzfa

1
)(.

)(.

)3()(.







 

 كل من الدوال التالية:   الاشتقاق لإيجاد مشتقة استخدم قواعد.2

  

i
iz

iz

z
zhc

izzzzgb

iizzfa











5
25

3

21
)(.

)5()(.

)3()(.
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ff/العلاقة بين مجال الدالة ومجال مشتقتها. هل  ما.3  DD . 

zzfأثبت أن الدالة . .4  Re)(  .غير قابلة للتفاضل في أي من النقاط 

النهاية التالية   استخدم قواعد الاشتقاق لإيجاد. 5 
1

1
lim

5

1 



 z

z

z
 . 

),(),(),.....,()(. اعط تعريفا مناسبا للمشتقات العليا 6  )( zfzfzfzf nllllll. 

 

 

 :(Cauchy-Riemann Equations)صيغ كوشي ــ ريمان 

 

 :ل ـلى الشكــذا الجزء سندرس شروط تفاضل الدوال المعطاة عـي هـف
),(),()( yxivyxuzf  

يتطلب  ط الضروري والكافي لقابلية  التفاضل والذيىالشرلوسنحصل ع

xyyxدراسة بسيطة  للمشتقات الجزئية   uuvv ة ــقابلي مما يسهل اختبار ,,,

 .التفاضل لهذه الدالة  

 

)(),(),(إذا كانت   : (الشرط الضرورينظرية ) yxivyxuzf   وكانت

)( 0

/ zf  نقطة  ي الــوجودة فــم)( 000 iyxz  ة ــ. فإن المشتقات الجزئي      

xyyx uuvv ),(ة ــي النقطــوجودة فـب أن تكون مــيج  ,,, 00 yx ق ـقـوتح

 ريمان التالية : –معادلات  كوشي 

 











xy

yx

vu

vu
 

)(),(),(في هذه النقطة . كما أن  00000

/ yxivyxuzf xx  . 
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)(),(),(نفرض أن   :الإثبات yxivyxuzf  و)( 0

/ zf  . موجودة 

 

 إذن  

 

     





 z

zfzzf
zf

z

)()(
lim)( 00

0
0

/
 

 
yix

yxvyyxxviyxuyyxxu

yx 






),(),(),(),(
lim 00000000

)0,0(),(

 
yix

yxvyyxxvi

yx 






),(),(
lim 0000

)0,0(),(

yix

yxuyyxxu

yx 






),(),(
lim 0000

)0,0(),(
 

 جميع المسارات نأخذ هذه النهاية بالنسبة إلى باتجاه موجودة   ةهذه النهاي

 المسارين التاليين : 

0,0عندما   .1  xy    نجد أن: 

 
),(),()( 00000

/ yxivyxuzf xx  

 

0,0عندما   .2  xy  نحصل على:  

 

),(),()( 00000

/ yxiuyxvzf yy  

 

 ريمان  وهي  : -نحصل على معادلات كوشي   )2(و   )1(من 
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xy

yx

vu

vu

 

xyyx نلاحظ أنه إذا كانت  المشتقات الجزئية  :ملاحظة uuvv ي ــوجودة فـم  ,,,

),(النقطة  00 yx  ريمان   –وتحقق معادلات  كوشيyxxy vuvu  ي ـف  ,

)(ذا لا يعني أن تكون ــإن هــذه النقطة فــه 0

/ zf 000موجودة  حيث iyxz . 

 فعلى سبيل المثال الدالة  














0,0

0,
)(

)(

2

z

z
z

z

zf   

00 غير قابلة للتفاضل في النقطة   z  ان ــريم -وشيـن  أن  شروط كــبالرغم م

xyyxفي هذا المثال نجد  تتحقق في هذه النقطة )  uuvv  .التعريف(باستخدام   ,,,

 

)(),(),(إذا كانت:(الشرط الكافينظرية) yxivyxuzf  جوار   يـمعرفة ف 

000 ة ـطـا للنقــم iyxz    ت المشتقات الجزئيةة ـوإذا كانxyyx uuvv ,,, 

),(ة فةةي النقطةةة ـتصلةةـوار ومـةةـذا الجـةةـي هـةةـوجودة فـةةـم 00 yx   وكانةةت

),(ريمان في النقطة  -شروط كوشي تحقق 00 yx  فإن)( 0

/ zf .موجودة 

 

   :الإثبات

yixzنكتب      z0    وviuzfzzf  )()( 00 

 حيث أن :
),(),( 0000 yxuyyxxuu  

 
),(),( 0000 yxvyyxxvv 
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xyyx والآن وبما أن المشتقات الجزئية الأولى uuvv متصلة في  ,,,

)(النقطة 00 yx  فإن 

 
22

20000 )()(),(),( yxyyxuxyxuu yx   

 
22

20000 )()(),(),( yxyyxvxyxvv yx   

 

 حيث أن 

0,0 21     0,0(عندما(),(  yx. 

 لذلك  

          22

10000 )()(),(),( yxyyxuxyxu yx  

  (*))()(),(),( 22

20000 yxyyxvxyxvi yx   

 

)(ة ــي النقطــق فــان تتحقــريم –أن شروط  كوشيا ـمـوب 00 yx دل ـنستب

)( 00 yxu y    بالعبارة)( 00 yxvx  ستبدل نو)( 00 yxvy  بالعبارة)( 00 yxux  

  :نحصل على zعلى  (*)وبقسمة المعادلة 

 

z

yx
iyxivyxu

z
yx









22

210000

)()(
)(),(),( 


 

zyx               لكن   22 )()( 

 لذلك  
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1
)()( 22






z

yx 

 من كل ذلك نستنتج أن 

),(),(lim)( 0000
0

0

/ yxivyxu
z

zf xx
z










 

 

)sin(cos)(إذا كانت   :مثال yiyezf x    ريمان  –فإن شروط   كوشي

yxxy vuvu   تتحقق في جميع النقاط لذلك   ,

)sin(cos),(),()(/ yiyeyxivyxuzf x

xx  

 أي أن 

)()( 0

/ zfzf  

zzfالتي تكون فيها الدالة  ) ان وجدت( أوجد جميع النقاط :مثال )( 

 قابلة للاشتقاق.

 :الحل 

  بما أن    

iyxzzf )( 

 فإن 
1,0,1,0  xyyx uuvv 

 

ليه تكون ـن النقاط وعـريمان لا تتحقق في أي م –لذا فإن شروط كوشي  

/)(المشتقة zf .غير موجودة 

 

الدالة  التي تكون فيها  ) ان وجدت( أوجد جميع النقاط :مثال

zzf Re)( لاشتقاق.ل قابلة 
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)(0 بما أن :الحل  ixzf  1,0,0,0فإن  xyyx uuvv 

ريمان لا تتحقق في أي من النقاط وعليه تكةون  –إن شروط كوشي ـذا فـل 

/)(المشتقة zf .غير موجودة 

 

2التي تكون فيها  الدالة  ) ان وجدت(  أوجد جميع النقاط :مثال
)( zzf  

 لاشتقاق.لقابلة 

)()(0 بما أن   :الحل 22 iyxzf   فإن 

xuyuvv xyyx 2,2,0,0  

ي ـدة وهـطة واحـي نقـق إلا فـقـريمان لا تتح  –إن شروط كوشي ــذا فــل

)0,0(z  0. وبناءً على ذلك نجد أن)0(/ f . 

 
 :ريمان في حالة الإحداثيات القطبية  –شروط كوشي 

)(),(),(ة ـــفرض أن الدالـب    yxivyxuzf  ات الجزئيةة  ـقـتـشـمـوال

xyyx uuvv ),(0ة ـا للنقطةةةـوار مةةةـي جةةةـوجودة فةةةـمةةة  ,,, 000  yxz 

معطةةاة بالشةةكل  yو  xطة . وإذا كانةةت ـذه النقةةـي هةةـوجميعهةةا متصةةلة فةة

rrالقطبي  فإن  uuvv ,,,   موجودة فةي نفةس الجةوار ومتصةلة فةي النقطةة

0z. 

yxxyريمةةان   –إذا كانةةت شةةروط كوشةةي   vuvu  تتحقةةق فةةي    ,

   :هذه النقطة فإن

 









r

r

vru

vur
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 ريمان في حالة الإحداثيات القطبية.-وهذه المعادلات هي معادلات كوشي

 للحصول على هذه المعادلات نفرض أن
)sin,cos(),(  rruru   
)sin,cos(),(  rrvrv  

 نــريـدوال ذات المتغيــدة السلسلة للــدام قاعــذه الدوال باستخــباشتقاق ه

 نحصل على:
)1(cossin  ruruu yx  

 
)2(sincos  yxr uuu  

 
)3(cossin  rvrvv yx  

 
)4(sincos  yxr vvv  

yxxyوباستبدال vuvu   و     )1(وبجمع     )4(في المعادلة   ,

rrvuى ـــنحصل عل)4(      و  )2(وبنفس الطريقة من المعادلات

vrurنحصل على  )3( . 

 

 :ة)الشرط الكافي(نظري

)(),(),(انت ـإذا ك     rivruzf   ة في جوار ما للنقطة ــرفـعـم

0)sin(cos 0000   irz  وإذا كانةةةةةةةةةت المشةةةةةةةةةتقات الجزئيةةةةةةةةةة   

rr uuvv ,,,   ي النقطةةةة ـة فةةةـةةةـوار ومتصلـةةةـذا الجـةةةـي هـوجودة فةةةـةةةـم

),( 00 r ريمةان   -جزئيةة  تحقةق شةروط كوشةيذه المشتقات الـوكانت ه

),(في النقطة 00 r    فإن)( 0

/ zf  موجودة  وعلاوة  على ذلك 
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  )),(,()sin(cos)( 0000000

/  rivruizf rr  

 

)()sincos(  إذا كانت :مثال  irrzzf  الشروط  فإنrvru         

vur r    في جميع النقاط. تتحقق 

 وعليه تكون 

 

  1sincos)sin)(cossin(cos)( 22/   iizf 

 

 تمارين
 

ون فيها كل من الدوال التالية ــي تكــ( الت إن وجدت أوجد النقاط ) .1

 ابلة للاشتقاق:ق

 

  
iyxezfixyxzf

xyiyxzfzzf





)(.42)(.3

2)()(.2)(.1

2

222

   

           

/)(أثبت أن.  2 zf  ومشتقتها)(// zf ودة لكل قيمموج z . من أوجد كل  ثم

)(/ zf  و)(// zf من الدوال التالية:  لكل 

  

       
3)(.4sinhsincoshcos)(.3

)(.22)(.1

zzfyxiyxzf

iyeezfizzf x
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 أثبت أن الدالة. 3


 ,0)( 2 rerzf
i

قابلة للاشتقاق في   

مجالها . ثم أثبت أن 
)(2

1
)(/

zf
zf  . 

23لدالة ل لتفاضلا قابليةأ درس   .4  )1()( yixzf  ثم أوجد )(/ zf. 

irez لدالة ل لتفاضلا أ درس قابلية  . 5
zf

11
)(    ثم أوجد  )(/ zf. 

 

ما يجعل ـن الخصائص مــإن الصفة التحليلية للدالة تجعلها تحقق الكثير م

ن ــن الدوال التي تنطبق عليها الكثير مــية تكون مجموعة مالدوال التحليل

 النظريات .

 تاذا كانة 0zفةي النقطةة )Analytic(تحليليةة   zf)( تسمى الدالةة  :تعريف

ة  ـن الدالوـــوتك  من جوار ما لهذه النقطة . zلاشتقاق في كل نقطة قابلة ل

 .Dإذا كانت تحليلية في كل نقطة من   Dي المنطقة  ــة فــتحليلي

.  zتحليلية لجميع النقةاط  zP)(دود فإن ـرة حــكثي zP)(إذا كانت   : مثال

nzzfzzfzzf المثال الدوالفعلى سبيل   )(..,,.........)(,)( 32 

 .zجميعها تحليلية في جميع النقاط 

zzfالدالة  : مثال )( ي أي من النقاط لأنها غير قابلة ـة فـليست تحليلي

 للاشتقاق في أي من النقاط.

الدالة   : مثال
2

)( zzf  ا قابلة ـهـن النقاط لأنــي أي مــة فــت تحليليـليس

00ي النقطة للاشتقاق فقط ف z. 

 

)()(),( إذا علمت أن الدالة :مثال  22 yxivyxzf  فأوجد   تحليلية

),(الدالة  yxv. 
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)(بمةةةةةةةةةةةةا أن    :الحللللللللللللل 22 yxu     فةةةةةةةةةةةةإنyx vxu  و   2

xy vyu  xvyومن هنا نجد أن  2 2  وyvx 2 

2)(عندها وبحل المعادلة الأولى نحصل على  xhxyv    

yxhyفي المعادلة الثانية نجد أن   وبالتعويض  2)(2 /  إذن 

0)(/ xh     أي أنcxh )(   إذنcxyyxv  2),( 

 

 وعليه تكون 

)2()()( 22 cxyiyxzf  . 

 

 : (Harmonic Functions )الدوال التوافقية  

),(الدالة    :تعريف yxhh   تسمى توافقية في المنطقةD ن المستوى ـم

ن الدرجة الأولى والثانية  ـزئية مــانت المشتقات الجـإذا ك  xy الديكارتي

),(),(0موجودة ومتصلة  وتحقق معادلة لابلاس    yxhyxh yyxx في 

 هذه المنطقة.

الدالة مثال : 
22),( yxyxh   2توافقية ذلك ولأن),( yxhxx 

2),( yxh yy  0ن  لذلك نجد أ),(),(  yxhyxh yyxx . 

)(),(),(إذا كانت الدالة  :نظرية yxivyxuzf   تحليلية في المنطقةD 

),(فإن كل من yxuu  و),( yxvv  ة ــعبارة عن دوال توافقية في المنطق

D . 

)(),(),( ةــالدال ا أنـبم  : الإثبات yxivyxuzf  ة في المنطقة ـتحليليD 

 أي أن Dريمان تتحقق في المنطقة  –فإن  معادلات كوشي 

yxxy vuvu  , 
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ر ـى المتغيــإل والثانية بالنسبة xوباشتقاق المعادلة الأولى بالنسبة للمتغير 

y وبجمع المعادلتين نحصل على 

0),(),(  yxuyxu yyxx 

),(ة ــأي أن الدال   yxuu   ة ــي المنطقــة فــتوافقيD وبنفس الطريقةة .

 xوالثانية بالنسبة إلى المتغيةر  yباشتقاق المعادلة الأولى بالنسبة للمتغير 

),(),(0وبجمةةةةع المعةةةةادلتين نحصةةةةل علةةةةى  yxvyxv yyxx   أي أن

),(الدالة  yxvv    توافقية في المنطقةD. 

 

 تمارين

  

  Cأن الدوال التالية دوال تحليلية في المستوى المركب  أثبت .1

 

yxiyxzf

xyiyxzf

sinhcoscoshsin)(.2

)3(3)(.1




 

 

اط المستوى ــن نقــي أي مــة فــأن الدوال التالية  ليست تحليلي أثبت .2

 المركب

ixy
eezf

iyxyzf





)(.2

)(.1
 

 .أثبت أن كل من الدوال التالية هي دوال توافقية في المستوى المركب3

yxyxu

yxyxu

coshsin),(.2

;3),(.1




 

)()3(),( ت أنـإذا علم  .4 23 yxivyxyzf   أوجد.  ة تحليليةـــدال 

),( yxvv . 
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