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  التماثل: مقدمة لا بد منها
لتظهر قدرة و ) الحيةفي النبات والجماد و الكائنات ( فى الكون بوضوحالتماثل هو صفة جمالية تظهر 

 إلا صورةً طبق هيويظهر هذا جلياً بجسم الإنسان حيث أن الناحية اليمني ما .  عظمة اللة سبحانه و تعالي
  التماثلنسبوي. الملونةأجنحة الفراشات و الأسماك ب  جمال التماثل يرىو حتى. ة اليسريالأصل من الناحي

ولدراسة التماثل  . ومنه نستطيع معرفة درجة و كنة التماثل محدد) أو نقطة أو مستوى( محور  إليدائماً
  : هم أساسية وثلاث عملياتعرف يجب أن نُ)  نظرية الزمر أو المجموعاتاختصاص  صميموهو من(

  .)محدد ( محددة حول محور ثابتبزاويةدوران الجسم  -1

 .)محدد(ثابت الجسم بالنسبة إلي مستوى ) صورة (انعكاس -2

 مثل ةاللانهائي الأبعاد ذيوهذة خاصةً بالوسط . إزاحة التركيبة الداخلية للجسم لمسافة محددة -3
 .الانعكاسع الدوران و لها تماثل فقط م) كالجزيئات( الأبعاد المحددة ىالأجسام ذ). البلورات

هناك و. أو مجموعة منهمو النقطة المحددة أو المستوى المحدد أالمحور المحدد  تتكون من عناصر التماثل
   .أنواع أخرى من العمليات و سوف نتعامل معها لاحقاً

 يةمعظم نظرو.  نظرية تختص بدراسة التماثل بطريقة منظمة أو مرتبةهيوالأن ماهى نظرية المجموعات؟ 
ولهذا فإن قوانينها يمكن تطبيقها بطريقة مباشرة و ميكانيكية وفي بعض . مبنى علي بديهياتالمجموعات 

في أغلب الأحيان تعطى النظرية طريقة مبسطة و سهلة  .الأحيان تعطى نتائج غير متوقعة ولكنها صحيحة
   .مهمو هذا هو ال, للحصول على النتائج المفيدة بدون الدخول في حسابات معقدة

  

)  : الدوران  -  أ nC

n

)

 يعرف الجسم بأن له محور دوران من درجة. هو دوران الجسم بزاويه محددة حول محور محدد وثابت
2 .عند دورانه حول هذا المحور بدرجة ) ظل علي حالته الإبتدائيه( إذا لم يتغير شكله 

n
π

 بحيث عقارب الساعةحركة  و بإتجاة 90 بزاويه x   حول المحورعند دراسة دوران المحاور:مثال
)  :تصورها كالتالي نجد أن هذه العمليه بالإمكان , ثابتة مع تغير إحداثياتهاتظل النقطة , ,P x y z  )

  

  

  

  

 

z x

P’ (x,z,-y) 

-y 
P(x,y,z) 

z 

yx 

 

           المحاور  بعد الدوران                      المحاور  قبل الدوران
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  :تمثيلها بمصفوفه على الشكلو

'

' 1 0 0
' 0 0 1 '
' 0 1 0

r rR

x x
y y
z z

     
     = ⇒     
     −     

r Rr=

| |R

 

1دد  يمكن : ملحوظه( .1=  و مجموع عناصر القطر =نلاحظ هنا أن المصفوفة متعامدة وأن المح
  ).هذة النتيجة بدوران النقطة مع تثبيت المحاورأيضاً الحصول على 

)إذا عبرنا عن دوران جسم حول محور بالرم  nCز    حيث(

2( ), 180nC C
n
π π= =  

Cنجد أن  Eوهذا معناه أن الجسم يعود إلي وضعه الإبتدائي,  حيث هو العنصر المحايد.  n
n =

  أمثلة

 

3

2

3601 ( ) (120),
3

2 22 ( ) (2

23 ( ) (2 ) ,

n n n n

n
n

C C C

C C C C C C C
n n

C C n C E
n

4) ( ),
n

π π π

π π

− = =

− = = = =

− = = =

 

  معكوس الدوران يعطى من العلاقة 

( ) 1 2 2 ( )(2 ) ( )m n
n n

m n mC C C C
n n

mπ ππ
− −−
= − = =  

  أمثلة

( )
( )

13
4 4

15
6 6

1 ,

2 ,

C C

C C

−

−

− =

− =
 

) ( سالإنعكا - ب ,v hσ σ

( , ,P x y z (  توىمثال على ذلك المس,  بالنسبة إلى مستوى عموديعند دراسة إنعكاس النقطه:مثال

هنا عكسنا  (نجد أن هذه العمليه بالإمكان تصورها كالتالي ,)z( الدوران على محور العمودي 
  :)مع تثبيت النقطه المحور 

xy
z
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y x

P’ (x,y,-z) 

-z 

 

zz   قبل الإنعكاس                المحور  بعد الإنعكاس      المحور 

r B r=

yx

P(x,y,z) 

 

  :وتمثيلها بمصفوفه على الشكل

'

' 1 0 0
' 0 1 0 '
' 0 0 1

r rB

x x
y y
z z

     
     = ⇒     
     −     

 

1د  |نلاحظ هنا أن المصفوفة متعامدة وأن المحد |B = −| |R =

h x

. 1=  و مجموع عناصر القطر 1 
y  σسمى الإنعكاس هنا ي σ=

ومن البديهى أن .  مستوى التماثل أنهيقال عنهالمستوى . حيث أن الإنعكاس تم بالنسبة للمستوى 
بمعنى أن الجسم يعود (بالنسبة لمستوى محدد يعطى تحويلاً محايداً ) أو نقطة(الإنعكاس الثنائى لجسم 

إذا تم الإنعكاس بالنسبة للمستوى الموازى  (.Eومنه نجد أن ) ائيإلي وضعه الإبتد
  ).σالإنعكاس هنا يسمى  فإن لمحور الدوران 

xy

2σ σσ= =

v

) .h الدورانيالإنعكاس  أو n لإنعكاسيالدوران ا - ت )n nS C σ=

n

( )n hS Cσ=

ظل ( إذا لم يتغير شكله  يعرف الجسم بأن له محور دوران إنعكاسي من درجة ) بالمحاضرةالرسم(
 وتبعه إنعكاس علي مستوى عمودى عند دورانه حول هذا المحور بدرجه ) علي حالته الإبتدائيه

hh  وليس شرطاً أن .لهذا المحور) أو موازى( n nC Cσ و  لة التساوى يقال أناوفى ح   
 ).متبادلتان( عمليتان متلازمتان  أنهما

2
n
π

hσ σ=nC

2 2 2( )h hI S C C

 

σ  .  هنا يظهر التماثل مع نقطة المركز  الإنقلاب σ= = =

  
P(x,y,z) 

z

yx
P’ (-x,-y,-z) 
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  :وتمثيلها بمصفوفه على الشكل

'

' 1 0 0
' 0 1 0 '
' 0 0 1

r rB

x x
y y
z z

−     
     = − ⇒ =     
     −     

r B r

B

 

1دد  |نلاحظ هنا أن المصفوفة متعامدة وأن المح =  . 3 - = و مجموع عناصر القطر  | −

2 2( ,h hI C IC

  :ملاحظات

  نجد أن -1

)  σ σ= =

C E2
h 2 و وذلك  لأن

2 =  Eσ =

 و مستوى تماثل عمودى عليه  Cمن الدرجة الثانيه الدوران أن محور  نستنتج 1 من -2
وهذا يعنى أنة إذا تواجد . كز التماثل عند نقطة تقاطعهما مرتبطين ببعضهما البعضرو م

  .تواجدت سوف ه فإن الثالثعمليتان متتاليتان

2hσ

  

  )رسم بالمحاضرةال (:ملاحظات عابره

 ما هو إلا دوران بزاوية ϕ زاوية تتابع دورانان حول محورين يتقاطعان عند نقطة بينهما -1
2ϕ حول محور عمودى على مستوى المحورين و يمر بنفس النقطة. 

'
2 2

second rotation first rotation

(2 )U U C ϕ=  

  يكافئ الدوران  ϕو بينهما زاوية " C"تقاطعان على محور تتابع إنعكاسان من سطحين ي -2
2ϕ .حول محور التقاطع بزاوية مقدارها 

'

second reflection first reflection

(2 )v v Cσ σ ϕ=  

'

second reflection first reflection

( 2 )v v Cσ σ ϕ= −  

' ' ' '(2 ) (2 )v v v v v vC Cσ σ σ σ ϕ σ σ ϕ= ⇒ =  

 يعنى أن الدوران الذى يتبعة إنعكاس على مستوى يمر بمحور التقاطع يكافئ إنعكاس و هذا
. على مستوى أخر يتقاطع مع المستوى الأول و يعمل معه زاوية هى نصف زاوية الدوران
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ا كانت هناك عمليتان قد تمتا فإن الثالثة ذيقال على العمليات الثلاث أنها مترابطة بمعنى أنة إ
 .يجب أن تتواجد

  ملخص
  عناصر التماثل

  الوصف  الرمز

  عمليات التماثل

  لاتغيير  الزاتية  

  دوران حول محور بمقدار   محور التماثل  

  إنعكاس على مستوى  مستوى التماثل  

  نقطةعكس فى ال  مركز التماثل  

)دوران حول محور بمق  إنعكاس-دوران   )π و يتبعه  

  إنعكاس على مستوى عمودى على المحور 

  

E

nC2( )
n
π

σ

i

nS 2دار
n

  
  واجب منزلي

  )سوف ترسل منفصلةشكال الأ( :إبحثى عناصر التماثل فى الأشكال التالية
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  المحاضرة الثانية
  : تعريفات

G عمليات التماثل لذلكمثال( هي فئة من العناصر المجموعة I ( تربطها بعض التى
  مرة اذا كانتأنها ز) G( مجموعة غير خالية فيقال عن إذا كانت  رياضياً ممكن القول أنه .القوانين

  :تحقق بعض الشروط التالية
G

{ }, , , ,n nE C S=

,

G a أي أ عملية ثنائية على  - أ b G لكل ∋ن .  ,a b G∈

)أن أي ) دامجة( عملية تجميعية  -ب ) ( )c a b ca b =, ,a b c G∈

E G
  . لكل 

E  . لك  يسمى العنصر المحايد بحيث أن ∋ر  يوجد عنص- ج a a E=a G∈

a G∈

ل 
1aس ر   يوجد معكو لكل عنص-د G− Eحيث أن ∋ 1  . لك ب 1a a a a− −= =a G∈

b

ل 
aإذا ) مرتبطة(يقال عن زمرة أنها إبدالية  b a,=  . لكل aكان  b G∈

{ }2,G E S= =

{

  
  :أبسط أنواع المجموعات هى: مثال

I  
}, hG E σ=

h

  
    :ولها جدول الضرب كالتالى
σ  E x   I  E x  

  E  E   I  E  E  
E       E  I  I  

hσ

hσ hσ

  
مجموعة محدودة وتحتوى : و تنقسم المجموعات إلى. هو عدد العناصر بالمجموعة: المجموعةرتبة 

أى (وعدد عناصرها غير محدد ) لانهائية(و مجموعة غير محدودة , على عدد محدود من العناصر
  .و نحن هنا سوف نتعامل مع المجموعات المحدودة فقط). لانهائى

  
ة لأنها  مجموعيقال عنها أنهاو .   المجموعةجزء منهو : ) زئيةالج( الفرعية لمجموعةا

وليس من  .   فإ هى Gرتبة و  هى إذا كانت رتبة . تحقق شروط المجموعة الكلية
  .مجموعة على مجموعة جزئيةالضرورى أن تحتوى ال

HG

Hhh g<

A

g ن

  
   . من عنصر واحد فقط)تنتج ( هى مجموعة تتكون من عناصر تتولد:  الدائريةالمجموعة

  
 بالمجموعة أنهما متشابهان إذا وجد عنصر أخر B و   العنصرانأنيقال : لتحويلات المتشابهةا

  :العلاقةى بحيث يعطM بالمجموعة مثل
  

1 1B M AM M B AM A M B− −= ⇒ = ⇒ = M  
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  :و هناك خواص للعناصر المتشابهة و هى

1A  .ن أى أ,  كل عنصر متشابة مع نفسه- أ M AM−=

A Bأى أن إذا كا.  متشابه مع Bفإن العنصر  B متشابه مع   العنصر إذا كان -ب M 
 بحيث يكونN صر مافلا بد أن يكون في المجموعة عن

A1AM−=
1

ن 
 :A N BN= −.  

  . متشابهانCو  B فلا بد أن يكون Cو  B متشابه مع كل من A  العنصر إذا كان - ج
  
و رتبة التجمع هى عدد العناصر في هذا . العناصر المتشابهة مع بعضها بالمجموعة فئةهى : لتجمعاتا

و لتحديد تجمعات . ومجموع رتب جميع التجمعات يجب أن تساوى رتبة المجموعة الأصلية. التجمع
شابهة بإستخدام جميع عناصر المجموعة مجموعة معينة يمكننا أن نبدأ بعنصر ونوجد جميع تحويلاتة الم

ثم نكرر الخطوات السابقة مع عنصر أخر غير متشابة مع التجمع الأول و نوجد . بما فيها العنصر المنتخب
و الجدير . وهكذا إلى أن يتم وضع جميع عناصر المجموعة في تجمع أو أخر. جميع تحويلاتة المشابهة

    .بالذكر هنا أن العنصر هو تجمع بمفردة
  

  للجدول التالى : واجب منزلى
F  D  C  B  A E   
F  D  C  B  A E E 
C  B  F  D  E A A  
A  C  D  E  F  B  B  
B  A  E  F  D  C  C  
E  F  B  A  C  D  D  
D  E  A  C  B  F  F  

 
} تحققى من التجمعات  } { } { }, , , , ,E D F A B C

A
1

1

1

1

1

;
;

;
;
;

E AE A
A AA A
B AB BAB BD C
C AC CAC DC B
D AD FAD FB C

−

−

−

−

−

=

=

= = =

= = =

= = =

  : و إجرى علية العمليات التالية إختارى العنصر :إتبعى الأتى
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  :واجب منزلى

1f , 2 حيث إذا كانت 
1f
x

= , 3 1f x= −   

5 1
xf

x
=

−
  6f  x زمرة ليست إبدالية حيث ) G(إثبت أن . ≠1,0 ,

)))( )( ) ( (f g x f= g x, f لكل  g G∈.  

4
1xf

x
−

= { }1 2 3 4 5 6, , , , ,G f f f f f f=x=

1
1 x

=
−

   :أولاً نكون جدول الضرب للعملية الثنائية و هى بإتباع الطريقه :الحل

2 4 2 4 2
1( )( ) ( ( )) ( )

1
x xf f x f f x f

x x
−

= = =
−

 

4 2 4 2 4

1 11( )( ) ( ( )) ( ) 11
xf f x f f x f

x
x

−
= = = =

6

x−  

  
  :)برجاء التأكد من ثلاث أو أربع عمليات فقط (يصبح الجدول كالتالى

  
f              

              
              
              
              
              
              

1f 2f 3f 4f 5f

1f 1f 2f 3f 4f 5f 6f

2f 2f 1f 6f 5f 4f 3f

3f 3f 4f 1f 2f 6f 5f

4f 4f 3f 5f 6f 2f 1f

5f 5f 6f 4f 3f 1f 2f

4f3f1f6f 6f 5f 2f
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  بعض من أهم المجموعات
 

cn 

 
 
 
 
 
 
من  " " محور تماثل دورانىعلى هى من أبسط أنواع المجموعات وتحتوى : موعة المج -1

صر من  هى عنأولاً نعلم أن : ةالخطوات التاليولإيجاد عناصر هذة المجموعة نتبع . الدرجة 
 ثانياً نستخدم شروط المجموعة و هى أن  ويسمى بمولد المجموعة عناصر المجموعة

ية نصل إلى العنصر الأخير لو بتكرار هذه العم.  يجب أن يكون عنصراً بالمجموعة
 وتصبح المجموعة بالصورة .  وهو العنصر المحايد

nnc

nc

2c
1

n nc c E−

n

n nc c
n n

nc
n=

= =

{ }2 1, , , , n
n n nE c c c −=

n

{ }
{ }

2
3 3 3

2 3
4 4 4

1 , ,

2 , ,

E c c

n  
بمعنى أن عدد التجمعات هى رتبة  ( من التجمعاتوتتميز هذة المجموعة بأنها دائرية و تحتوى على عدد 

  .)المجموعة الكلية
 :أمثلة

4,
  

E c c c

− =

− =

nhnc

h

 

σh 

Cn 

 

 
 
 
 
 
 
 
 ومستوى n من الدرجة  " "  دورانى على محور تماثلوعة المجموتحتوى: المجموعة  -2

و    علىتحتوىلمجموعة حيث أن هذه ا . علي محور التماثل"σ "تماثل عمودى nh cσ ر صاعنك
c بإتباع الطريقة السابقة مع الأخذ فى الإعتبار أنف المجموعةمن  c 1−n n

n n nc E= =

E

{

و  
2  :الشكل المجموعة أخذ ت 

h
σ= =h hσ σ

}2 1 1, , , , , , , ,n n
nh n n n h n h n hE c c c c cσ σ σ− −=

{

 

  .وتتميز هذة المجموعة بأن عناصرها متبادلة وعدد التجمعات هو رتبة المجموعة الكلية
  

  :أمثلة
 

}
{ }

1

2 2 2

1 ,

2 , , ,
h h

h h

E

E c c I

σ

σ σ

− =

− = =h
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σv

 

Cn 

60o 

σv3 σv2 

σv1 60o 60o 

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 ومستوى  من الدرجة   "  "وتحتوى المجموعة على محور تماثل دورانى: المجموعة  -3
 "تماثل

nvncn

vσ" و  على المجموعة تحتوى هذة.محور التماثلب يمر  nc  ولا يوجد هناك علاقة
 تصبح المجموعة .ستويات عامةً هى درجة محور الدورانملتأثير عنصر على الأخر ولكن عدد ال

 :بالصورة

vσ

{ }2 1
1 2, , , , , , , ,n

nv n n n v v vnE c c c σ σ σ−=

{

 

  
  :أمثلة

}3

2
3 3 1 21 , , , ,v vE c c 3,v v  σ σ σ− =

{
  : المجموعة تتكون من ثلاث تجمعات وهىو 

} { } { }
3 3

2 1
3 1, , , , ,v v vE c c c 2 3  σ σ σ−=

{ }2 3
4 4 4 4 1 2 3 42 , , , , , ,v v vE c c c

  
,v v  σ σ σ σ− =

{
  :  تجمعات وهىخمسو المجموعة تتكون من 

} { } { } { } { }3 2
4 4 4 1 2 3 4, , , , , , ,v v v vE c c c σ σ σ σ  
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 فهى تعتبر كمجموعة خاصة من المجموعة n  أرقام فردية n إذا أخذت : Sالمجموعة 

   .  ودرجاته المختلفه=hσعنصر الوتحتوى المجموعة على. 
/ n1,3,5,=

nhn ns c
 :أمثلة

{ }3 3

2 2
3 3 331 , , , , ,S σ σ σ− = =/ h h hE c c s c c

2,4,6,

 

n  =n  أرقام زوجية إذا أخذت 

{ }
{ }4 4

2 2

2 3
2 4 4

2

4

1 ,

2 , , ,

S
S

σ

σ σ

− = = =

− = = = =

/

/
h

h h

E s c I

  :أمثلة
 

3
4

  E c c s c s c

; ; ; ;D Tn nh nd d hO Dهناك مجموعات أخرى مثل  Dسوف تترك لمرحلة قادمة .  
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 .إستعرضى خواص المجموعة للمثلث المتساوى الأضلاع: واجب منزلى
 

c

a b 

O 

 
 
 
 
 
 
  

  : العناصر  -1
E   العملية المحايدة

3
c

2
3 3
− =c co

عمودى على مستوى  120بزاوية   o مضاد لدوران عقارب الساعة حول المركز   دوران
  .المثلث

عمودى على مستوى  120بزاوية    مع دوران عقارب الساعة حول المركز دوران  
  .المثلث
σ aao   .عمودى على مستوى المثلثو  إنعكاس على مستوى مار بالخط   

bo  .عمودى على مستوى المثلثو  إنعكاس على مستوى مار بالخط    σ b

σ cco

{
  .ثعمودى على مستوى المثلو  إنعكاس على مستوى مار بالخط   

}3

2
3 3G , , , , ,b c  σ σ σ= =v aE c c

3

 تأكدى من ناتج العمليات بجدول الضرب بإستخدام الرسم مع ملاحظة أن حاصل :جدول الضرب -2
σ . أولاً ثم يتبعة الدوران  يعنى حدوث الإنعكاس  مثلاً ,الضرب a3c σ ac

  
σ c       E   

       E E 

    E     
      E      

2
3c3c   E          
3c2

3c  E       
E 2

3c3c        

σ a
2
3c3c

3v
σ b

σ a
2
3c3c σ b σ c

σ c
2
3c3c

3c σ a σ b

σ c σ aσ b3c2
3c2

3c

σ bσ a σ a σ c

σ b σ c σ aσ b

σ c σ a σ bσ c

 
 :تحققى من الجدول التالى: تجمعات -3
 

σ c       E M  
       E M 

E E E  E  E E  
2
3c2

3c2
3c3c3c3c1

3
−          

             

σ a
2
3c3c σ b

σ b σ cσ a3c2
3c1−

1−M EM
M c M

σ a
1σ− aM M σ c σ cσ b σ a σ b
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( ) ( ) ( )

3 3

2 1
3; , ; , ,a b cE c c c σ σ σ−=

{

 

 
  
 

 المجموعات الجزئية  -4

} { } { } { } { }
3 3

2 1
3; , , ; , ; , ; ,σ σ σ−= a b cE E c c c E E E

Identical particelsn

!nnS

n
1 2 3

;
1 2 3
 

=  
 

n
E

n

1 2

1 2 3
;

3
 

=  
 

i
n

n
P

i i i

3

 

 
 
 
لأجسام المتطابقة  وخصوصاً عند دراسة امجموعة مهمة فى ميكانيكا الكم: مجموعة التباديل 
فلن نا إثنين أو أكثر بدلو من الإجسام المتطابقة   عدد إذا إعتبرنا وجود وذلك).(

 من الإجسام المتطابقة لها nمن  التى تتكون المجموعة .بتدائية والنهائيةلإة انستطيع التمييز بين التشكيل
 .  و يرمز لها بالرمز ) عدد العناصر(الرتبة 

 

  : بالصورةدة لعدد  المحايعامةً توضع التبديله

  

  :و أى عنصر أخر يعرف كالتالى

  

  
6 لثلاثة أجسام متطابقة : مثال  يرمز لهم  و بالتالى سنحصل على ست تباديل

  :بالرموز
=n! 3 2= × =n

3
3

 
 
 

3
;

2
 
 
 

3
;

2 1 3
 
 
 

4

1 2 3
;

2 3 1
 

=  
 

p

3
;

2
 
 
 

3
1

 
 
 

2 1 3 1 3 2 3 2 1 1 2 3
3 2 1 2 1 3 1 3 2 2 3 1
       

= = =       
       

3 6

1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 1 3 3 2 1 3 1 2
    

= =    
    

1

1 2
1 2

=p 

5

1 2
3 1

=p      ;

2

1 2
1 3

=p 

6

1 2
3 2

=p

3

1 2
=p  

  

  
 : أنبمعنى,  غير مهمعمدةلأترتيب ال -1

  

 :لازمهمجموعة التبادييل غير مت -2

5=  p p p

6 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
3 2 1 2 1 3 2 3 1
    

= =    
    

4=  p p p
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iأن  i  .)متبادلة( لازمهمت  فإن مجموعة التبادييل غيرpو حيث  j jp p p≠

6 5   p إبدئى بالعمود الأول بالمصفوفة اليمني  نتيجة الضربل: لإجراء عملية الضرب إتبعى الأتى

  . ليصبح العمود الأول لحاصل اضرب هو الناتج  نجد أن   و بالمصفوفة اليسري↓ تجدى أن
3

3
↓

p p5

1

3
6p

1

3
↓

1−
i

PiP

1 21 3
;

1 1 3
−  
=  
 i

ni i i
P

n
1 2 3
3 1 2
 

=  
 

A

1 3 1 2 1 2 3
1 2 3 2 3 1

−    
= =   
   

A

1 2 3
3 1 2
 
 
 

1 2 3

 

 : هو لعنصر  المعكوس -3

 

إذا كان :     فإن مثال

  

  

رض أن المعكوس هو تنف: وهى لإيجاد المعكوس لعوهناك طريقة أخرى  نصر مثل 

    ونحسب 
x y z
 
 
 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
3 1 2 1 2 3 1 2 3

1, 2, 3.

         
= ⇒ =         

         

⇒ = = =

x y z z x y

z x y
1 2 3 1 2 3

3 1 2x y z
  

=  
  

1 2 3 4 5 6 7 8 9
(123)(45)(6)(78)(9)

2 3 1 5 4 6 8 7 9
 

= = 
 

B

(123)(45)(78)=B
n1 9

  

 معكوس هو


 إذاً ال

 :التباديل الكبيرة بالإمكان تقسيمها إلى تباديل صغيرة -4

  

  : لإمكان حذفةاالرمز الذى لا يبدل ب
  

=  ): نامثال ه (  وهنا يجب أن نعرف عدد الرموز →n

3

0 1 0
( ) 1 0 0

0 0 1

 
 =  
 
 

D p

6

0 0
( ) 0

1 0
=D p

 
 :بالإمكان تعريف التبادييل كمصفوفات -5

; : :مثال

1
0 0 ;

0

 
 
 
 
 

1 0 0
( ) 0 1 0

0 0 1

 
 =  
 
 

D E ;

4

0 0
( ) 1

0 1
=D p 

0
0 1 ;

0

 
 
 
 
 

2

1 0 0
( ) 0 0 1

0 1 0

 
 =  
 
 

D p ;

5

0 1
( ) 0

1 0
=D p 

1
1 0 ;

0
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  :مجموعة التباديلل كونى جدول الضرب :مثال

1

1 2 3
(1)(2)(3);

1 2 3
 

= = 
 

p

2

1 2 3
(1)(23);

1 3 2
 

= = 
 

p

3

1 2 3
(12)(3);

2 1 3
 

= = 
 

p

4

1 2 3
(123);

2 3 1
 

= = 
 

p

5

1 2 3
(132);

3 1 2
 

= = 
 

p

6

1 2 3
(13)(2);

3 2 1
 

= = 
 

p

6

  

   

   

    

  

   

 
 :تحققى من الجدول الأتى

  
p            

           

            
              
              
              
              

1p 2p
3p 4p 5p

1p 1p 2p
3p 4p 5p 6p

2p 1p
2p 5p 6p 3p 4p

3p 3p 4p 1p 2p 6p 5p

4p 4p 3p 6p 5p 1p 3p

5p 5p 6p 2p 1p 4p 3p

1p2p6p 6p 5p 4p 3p

  
  

 
1  1:   أن إثبتى -1س 1 1( )abc c b a− − − −=

b d نفترض - 1ج a −1   فنحصل علىc ونضرب كلا الطرفين من اليمين بالمتغير =cأن 

1 1 1dc abcc dc ab− − −= ⇒
1

=  
bونضرب كلا الطرفين بالمعادلة الأخيرة من اليمين بالمتغير    فنحصل على−

1 1 1 1 1dc b abb dc b a− − − − −= ⇒
1a

=  
  فنحصل على−أخيراً نضرب كلا الطرفين بالمعادلة الأخيرة من اليمين بالمتغير 

( )1 1 1 1 1 1 1dc b a aa d c b a E− − − − − − −= ⇒
1 1 1( )d abc c b

=  

1ى أن  1a −  −المعدلة الأخيرة تدلنا عل − − −= =
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  :   ج التبادييل التالية تحققى من نتائ-2س

[ ]
[ ]

1

1

1 2 3 4 5
1 (1245)(3) (1245)

2 4 3 5 1

1 2 3 4 5 6 7
2 (143)(2)(57)(6) (143)(57)

4 2 1 3 7 6 5

3 (14)(2)(3) (41)(2)(3) (14)(2)(3)

4 (1437)(528) (7341)(825)
5 (12345) (145)(13)(12)

1 2 3 4 5 6
6 (134)(265)

3 6 4 1 2 5

−

−

 
− = = 

 
 

− = 
 

− = =

− =

− =

 
− = 

 

=
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  إستخدام المصفوفات لتمثيل المجموعات

ويشترط أن تكون المصفوفة مربعة وغير شاذة . تستخدم المصفوفات لتمثيل عناصر التماثل بالمجموعة
س الدوران حيث أولاً سوف ندر. و تحقق الشروط الأساسية للمجموعة) بمعنى أن محددها لا يساوى صفراً(

)أنة يلعب دوراً هاماً لعلاقتة المرتبطة بعزم الدوران الزاوى و بالتالى علاقتة بالدالة الكروية  , )Y .
   |، باتجاه مضاد لدوران عقارب الساعة، على المتجه θندرس تأثير الدوران بزاوية مقدارها أولاً س

 ويعرف الدوران بأنة التحويل الخطى الذى لايغير الضرب القياسى لمتجهين ويكون   حول المحور
| إنتقل إلى الموضع x) ذى الإحداثبات نفترض أن المتجه س  ولهذا.1محددهما هو   ذى '

   . بمعنى ,  المتجةمقدار مع ثبوت المحاور و ثبوت الإحداثبات 
| r >, y)r

(x','

r >

' cos( ) (cos cos sin cos ) cos sin
' sin( ) (sin cos cos sin ) sin cos

x r r x y
y r r x y

>
y') أن|| | |r r=

θ ϕlm

r >
z

  
  
  

   .|دوران المتجة    A  شكل 
| r > 

φ 

x 

| r '  > 

y 

θ 
  
  
  
  

 ولهذا نجد أن

θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ θ
θ  θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ

= + = − = −
= + = + = +

cos ; sinx r y r ϕ  كمصفوفة نجد أن . ات وذلك بإستخدام العلاق ϕ= =

' cos sin 0
' sin cos 0 | ' ( ) |
' 0 0 1

θ θ
θ θ θ

−    
    = ⇒    
    
    

x x
y y r
z z

 

> = >R r  

  :واجب منزلى
θ  :  أنى اثبت) ( فى حالة الدوران مع إتجاة دوران عقارب الساعة -1 θ→ −

' cos sin 0
' sin cos 0 | ' ( ) |
' 0 0 1

θ θ
θ θ θ

    
    = − ⇒ > =    
    
    

x x
y y r
z z

cos sin 0
sin cos 0
0 0

θ θ
θ θ

 
−
 
 

− >R r  

 إحسبى القيم و المتجها-2 
 ,   أثبتى انها يمكن تحويلها إلى

  :مصفوفة قطرية بالشكل

ت المميزة للمصفوفة 
1
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0 0
0 0
0 0

θ

θ−

 
 
 
 
 

i

i

e
e

z

1
  

  
  :فإن θبزاوية   z عقارب الساعة حول المحور مع إتجاة دوران  دورانبأنة cإذا عرفنا 

  
11 12 13

21 22 23

31 32 33

cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

z

a a a
c a

a a a

θ θ
θ θ

  
  = − =  
  
  

2 2 2
11 12 13 1a+ + =

11 21 12 22 13 23 0a a a a

a a






  

فوفات التى تمثل وهى ستصبح خواص عامة للمص(هنا يجب أن نعلم بعض خواص مصفوفة الدوران 
  ) و يجب التأكد من هذة الخواصعناصر التماثل

a من صفوف المصفوفة يجب أن تكون معيرة مثال لذ كل صف -1 a.   لك
 بمعنى أن متعامدةوفة يجب أن تكون مالصفوف المختلفة للمصف -2

a a. + + + =
 

  :هناك خواص خاصة لمصفوفة الدوران وهم
z . منفرداً فقط و ظل الإحداثى y و xالدوران جمع بين الإحداثيان  -1

11 22 21 12det( ) 1zc a a a a =  .فوفة   محدد المص -2 − =

11 22 33trace( )zc a a = aر   مجموع عناصر القط -3 + +

r >
2 2( , ) (= −

. وسوف نترك هذا كواجب منزلى, يجب أن نوضح هنا أننا يمكننا الحصول على هذة النتيجة بدوران المحور
مقدار الدالة لا يتغير (حيث أن معيار  كدالة كما بميكانيكا الكم ب| المتجه بلإمكان أيضاً التعامل مع

 هو   حيث(ة لتوضيح هذة النقطة دعونا نعرف الدال. )بدوران المحاور
45θ  :  فإن الإحداثيات الجديدة تعرف بالعلاقةإذا تم دوران المحور بزاوية . قيمة ثابتة = o

f x y a x ya

' cos45 sin 45 0
' sin 45 cos45 0
' 0 0 1

   
   = −   

      







  
x x
y y
z z

( ', ') 2 ' وهى بالطبع مختلفة فى الشكل عن . ' ةتعرف بالعلاقوبالتالى الدالة الجديدة 
( , )f x y3, 2= =x y(3,2) 5= نجد أن   لكن دعونا نحسب قيم الدالتين عند قيم معينة م .   . ثل 

'د أن بالإحداثيات الأخرى نج / ر  5 2, '= =x y 1/ 2−(5 / 2)− =g / 2, 1  كما 5
بعض الدوال لا تتغير شكلها العام بتغير الإحداثيات ومثال على ذلك الدالة . نتوقع

2 2( , ) (= + )f x y x y ى) ذة الدوال  ويقال على ه تتحول إل
  .دوال غير متغيرة بتغير الإحداثيات

2 2( '= +x y( 'g x

= −g x y a x y
f a

, ') 'y
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c صر للعن: مثال C 2  وبالتالى
2 ( )
2

Cπ θ π = = = 
 

2

1 0 0
0 1
0 0 1

c
− 
 = − 
 
 

( )

0  

  
  
  

z  :لذا  العمودى على المحور و  xy مستوى الإنعكاس على  بأنة إذا عرفنا 
1 0 0

( ) 0 1 0
0 0 1

xyσ
 
 =  
 − 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

i
− 
 = − 
 

xyσ

  

  :لذا إنقلاب بالنسبة لنقطة الأصل بأنة iإذا عرفنا 

− 

zzz

  

إنعكاس  يتبعة θبزاوية    المحور  عقارب الساعة حولمع إتجاة دوران c دورانبأنة  sإذا عرفنا 
z  :لذا  والعمودى على المحور   xyعلى المستوى  

cos sin 0 1 0 0 cos sin
( ) sin cos 0 0 1 0 sin cos 0

0 0 1 0 0 1 0 0
z zs xy c

θ θ θ θ
σ θ θ θ

    
    = = − = −    
    −    

0

1
θ  

  :صر المحايد لذابأنة العن Eإذا عرفنا 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

E
 
 =  
 
 

h

  

  : بإستخدام المصفوفات إكملى الجدول التالى: واجب منزلى
σ  i2c

2h    E   
  i2c    E E 

  σ  E 2c
2c    

2ch   E  σ  ii     
E  

2cih     σ    

hσ

ih

hσ
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, ,Eإعتبرى العناصر: واجب منزلى  1 0
0 1
 

=  
 

 1

1 0
0 1

A σ
 

= =  − 

2
1
2

B σ =
−

 , 1 3

3 1

 − −
  
 

=3C σ , 1 31
2 3 1

−
= =

 
  
 

1 3

3 1

 
  − − 

 ,

 .  

3
1
2

D c
−

= =

2
3

1 31
2 3 1

F c
 − −

= =   − 
  : جدول الضربتحققى -1

F  D  C  B  A E   
F  D  C  B  A E E 
C  B  F  D  E A A  
A  C  D  E  F  B  B  
B  A  E  F  D  C  C  
E  F  B  A  C  D  D  
D  E  A  C  B  F  F  

  
 تبعاً لتساوى تجميع المتوقعة وهى التجمعات  تحققى من التجمعات -2

  .عناصر الأقطار
( ) ( ) ( ); , , ; ,E A B C D F

2v

2

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 , 0 1 0 , ( ) 0 1 0 , ( ) 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

E C xz yzσ σ
− −       

       = = − = − =       
       
       

( )

 
 
 

  : لإكمال الجدول التالىإستخدمى المصفوفات التى تمثل المجموعة :واجب منزلى

  
  

yzσ  2c
2v

 E   
 2c E E 

 E 2c
2c    

  E   
E  

2c   

( )xzσ

( )yzσ ( )xzσ

( )xzσ ( )yzσ

2c( )yzσ ( )xzσ  ( )xzσ

( )xzσ ( )yzσ ( )yzσ

  حظة أن مع ملا
2Trace 3, Trace 1, Trace ( ) 1, Trace ( ) 1.E c yz xz =  σ σ= = − =

ة تبعاً لتساوى تجميع عناصر توقع هى التجمعات المz(و بالتالى فإن 
  .الأقطار

( ) ( ) ( )2; ; ( ), (E c xz yσ σ

  
   :إثبتى أن: مثال
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2

1 0 0 1 0 0 1 0 0
( ) 0 1 0 0 1 0 0 1 0 (

0 0 1 0 0 1 0 0 1
) xz C yzσ σ

− −    
    = − − = =    
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  ملحق أ
  المصفوفة القطرية

 
و تلعب المصفوفة . المصفوفة القطرية هى المصفوفة التى جميع عناصرها أصفاراً ماعدا عناصرها القطرية
  . القطرية دوراً هاماً في التمثيل النظرى للمجموعات وذلك لسهولة التعامل معها رياضياً

  : المميزة للمصفوفة الثنائيةمتجهاتأوجد القيم وال: 1 مثال
cos sin

R
sin cos

θ θ
θ θ

− 
=  
 

 

 .ومنها أوجد المصفوفة القطرية

  : الحل
 :وذلك بحل المعادلة للمحدد,  القيم المميزةإيجاد -1

1 2

cos sin
R I 0 ,

sin cos
i ie eθ θθ λ θ

λ λ
θ θ λ

λ −− −
− = = ⇒ = =

−

1
ie

  .منفصلةوهى قيم 
θλ  تتطلب: مثلاً.  لكل قيمة من القيم المميزة المميزةالمتجهاتد اجإي -2 =

1
1 2

2

0cos sin
0

0sin cos

i

i

xe
ix x

xe

θ

θ

θ θ
θ θ

  − −  
= ⇒ +    −    

1 2,

= 

xوحيث أن قيم  x1 1x =2  ونحصل  و بالتالى فإن  ماهى إلا قيم إختيارية فإمكاننا فرض أن 

1 و المعير 1Xير  الغير معالمتجهعلى 
i

 
 − 

.  

x i= −

1

2

1x
x i
   

= =   1
1
2

X =
−  

2  .  المعيرالمتجه نحصل على للقيمة المميزة  و

11
2

X
i
 

=  
 

2
ie θλ −=

  نستخدم , ولإيجاد المصفوفة القطرية
1 11

2
X

i i
 

=  − 

1 0
R

0

i

i

e
X X

e

θ

  

  :بحيث نجد أن

θ
−

−

 
=  
 

cos sin 0
R sin cos

0 0

θ θ
θ θ

− 
 =  
 
 

  

  
  :فة المميزة للمصفوالمتجهات القيم و ىأوجد: واجب منزلى

    

0
1

 

  . المصفوفة القطريةىومنها أوجد
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  :المميزة للمصفوفة الثنائيةوالمتجهات أوجد القيم : 2 مثال
5 4

A
1 2
 

=  
 

 

 .ومنها أوجد المصفوفة القطرية

  : الحل
 :وذلك بحل المعادلة للمحدد, إيجاد القيم المميزة -3

2

1 2

5 4
A I 0 7 6

1 2
1, 6

λ
λ λ

λ
λ λ

−
− = = ⇒ − + =

−

⇒ = =

1 1

0λ
 

  .وهى قيم منفصلة
λ  تتطلب: مثلاً.  المميزة لكل قيمة من القيم المميزةالمتجهاتإيجاد  -4 =

1
1 2

2

5 1 4 0
0

1 2 1 0
x

x x
x

−     
= ⇒ +    −    

1 2,

= 

xوحيث أن قيم  x1 1x =2 1x = −

1

2

1
1

x
x
   

= =   

 ونحصل  فإن  و بالتالى ماهى إلا قيم إختيارية فإمكاننا فرض أن 

1 و المعير 1Xير  الغير معالمتجهعلى 
1

 
 − 

.  1
1
2

X =
−  

2  .ر المعيالمتجه  نحصل على للقيمة المميزة  و

41
117

X  
=  

 

2

1 4
1 1

 
=  − 

X

2 6λ =

بالتالى و الغير  المصفوفة نستخدم, ولإيجاد المصفوفة القطرية  معيرة 

  1 1 41
1 15

X − − 
=  

 
  :بحيث نجد أن

1 1 1 4 5 4 1 4 1 01A
1 1 1 2 1 1 0 65

X X X− − −    
= = =    −    

A





  

   .X أصبحت قطرية بواسطة المصفوفة ومنها نقول أن المصفوفة 
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  بملحق 

   البسيطةمجموعات الدوران
 

GL(2) المجموعة الخطية في بعدين  -1

1 2

3 4

' ;
' ,

x a x a y
y a x a
= +
= +

  الخطيةالعلاقات 

y  

  :بالإمكان وضعها بصورة المصفوفة

1 2 1 2

3 4 3 4

x' x x
R ,

y' y y
a a a a
a a a a
      

= =      
      

1 0
A

0 1
 

=  
 

(2)SL

)

0≠  

  :حيث عنصر الوحدة هو

  

  .  ات اساسية وعناصرها غير متلازمةباراميتير 4كون من المجموعة الخطية في بعدين تت
  

 المجموعة الخطية الخاصة في بعدين   -2

هذا الشرط يجعل المجموعة تعتمد على  . 2) بحيث GLهى مجموعة خاصة من المجموعة 

  . متغيرات اساسية3

1 2

3 4

1
a a
a a

=

 

O(2) المجموعة المتعامدة في بعدين  -3
(2)2 2+ =

( )
x    أن بحيثGLهى مجموعة خاصة من المجموعة  y ثابت  : وهذا يعنى أن

( )2 22 2 2
1 2 3 4' 'x y a x a y a x a y x y+ = + + + = +

2 2 2 2
1 3 2 4 1 2 3 41; 1; 0;a a a a a a a a+ = + = + =

x' cos sin x
; 0

y' sin cos y
θ θ

2;  

   :وهذا لا يتأتى إلا إذا كان
  : مثال لهذا. واحد اساسىباراميتيره الشروط تجعل المجموعة تعتمد على  هذو 

2≤  θ π
θ θ

−    
= ≤    

    
هذة المجموعة عناصرها متلازمة وزاوية الدوران الكلية .  z هى زاوية الدوران حول المحور θحيث 

  . دوران على حدةهى مجموع الزوايا لكل
  

O(3) المجموعة المتعامدة في ثلاثة أبعاد  -4
2 2 2  3   وهذا الشرط يجعل المجموعة تعتمد على هى مجموعة تشترط أن   ثابت

  .باراميتيرات اساسية بدلاً من تسعة
x y z+ + =
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  جملحق 
  الضرب المباشرالجمع و 

ة    ,لضرب المباشر بالصوروا   ة بالصور وفاتفلمص المباشر لجمعاليعرف  ⊕A B⊗A B

11 12 11 12

22 22 22 22

,
  

= =  
  

a a b b
A B

a a b b

11 12

22 2211 12 11 12

22 22 21 22 11 12

21 22

0 0
0 00

0 0 0
0 0

a a
a aa a b b A

a a b b

  :عرف الجمع المباشر للمصفوفتين: 1 مثال




  

A B  
B b b

b b

 
        ⊗ = ⊗ = =              
 

ace( ) Trace( ) Trace( )
  :ولة خاصية مهمة وهى

Tr B  ⊕ = +A B A

11 12 11 12

22 22 22 22

,
  

= =  
  

a a b b
A B

a a b b

11 12 11 12
11 12

21 22 21 2211 12 11 12

22 22 21 22 11 12 11 12
22 22

21 22 21 22

11 11 11 12 12 11 12 12

11 21 11 22 12 21 12 22

22 11 22 1

    
    

        ⊗ = ⊗ =                     

=

b b b b
a a

b b b ba a b b
A B

a a b b b b b b
a a

b b b b

a b a b a b a b
a b a b a b a b
a b a b 2 22 11 22 12

22 21 22 22 22 21 22 22

 
 
 
 
 
 

a b a b
a b a b a b a b

Trace( ) Trace( )Trace( )

  :ضرب المباشر للمصفوفتينعرف ال: 2 مثال




  

  

  :ولة خاصية مهمة وهى
⊗ =A B A

1 2 1 0
,

1 0 0 1
  

= =  
  

A B

1 2 0 0
1 2 1 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1

 
      ⊕ = ⊕ =        
 
 

A B

Trace( ) 3
race( ) Trace( ) 1 2 3

A B
A B
⊕ =
+ = +

B  
 

  :الضرب المباشر للمصفوفتين الجمع وعرف:  3 مثال




  

  

  

T
  

=
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11 12 11 12

22 22 22 22

1 0 1 0 1 0 2 01 2
0 1 0 1 0 1 0 2

1 0 0 01 0 1 0
1 0

0 1 0 00 1 0 1

      
                ⊗ = ⊗ = =                           

a a b b
A B

a a b b

Trace( ) 2
Trace( )Trace( ) 1 2 2

A B
A B
⊗ =

= × =
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   منوعة وواجباتأمثلة
Aر إعتبرى العناص: مثال X= ,2B X= ,C X,,F X,   3456E X= = D X= = 

   : الضرب التالىجدول  منأكملى -1
F  D  C  B  A E   
F  D  C  B  A E E 
E  F  D  C  B A A  
          B  B  
          C  C  
          D  D  
          F  F  

 
) تحققى من التجمعات  -2 ) ( ) ( ); , , ; ,E A B C D F
  
 

2  العناصرإعتبرى: واجب منزلى
3

1
2

b C
− −

= = , , 

1c σ= = , 1 0
0 1
− 
 
 

2
1
2

d σ= = 1 3

3 1

 −
  − − 

3
1
2

1 3

3 1
f σ= = ,   

1 3

3 1

 
  − 

3

1 31
2 3 1

a C
 −

= =   − − 
 
  − 

1 0
0 1

E  
=  
 

   الضرب كونى جدول -1
)   تحققى من التجمعات -2 ) ( ) ( ); , ; , ,E a b c d f

2

1 2 3
;

1 3 2
p  

=  
 

3
;

 
 
 

6p =

6

  
 مجموعةل كونى جدول الضرب: واجب منزلى

  

: التباديل

4p = 1 2 3
;

3 1 2
 
 
 

1

1 2 3
;

1 2 3
p  
=  
 

 

5p = 1 2 3
;

3 2 1
 
 
 

3

1 2
2 1 3

p =  , 1 2 3
;

2 3 1
 
 
 

 
p            

           

            
              
              
              
              

1p 2p
3p 4p 5p

1p 1p 2p
3p 4p 5p 6p

2p
2p

3p 3p

4p 4p

5p 5p

6p 6p
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0
0y

i
i

σ
− 

=  
 

1 0
0 1
 
 − 

1 0
0 1

I  
=  
 

z

, كونى جدول الضرب لمصفوفات با: واجب منزلى

   هل هذه العناصر تكون مجموعة؟.

0: ولى 1
1 0xσ
 

=  
 

 ,

zσ = ,

  
σ     I   

     I I 

−   I    
  I       

I         

xσ yσ

xσ yσ zσ

xσ yiσziσxσ

yσyσ ziσ− xiσ

yiσ xiσ−zσ zσ
 

   لماذا؟! هذه المصفوفات لا تكون مجموعه
  

aصفوفة إثبتى أن معكوس الم: واجب منزلى c
A

b d
 

=  
 

 حيث  هو 

∆ad   و إثبت 1 ى أن= 0
0 1

A A  
=  
 

1−

1 1 d c
A

b a
− − 
=  −∆  

0bc− ≠

4

3
4c2

4c4c
4

 

   إحسب جدول الضرب للمجموعة  : واجب منزلى
 

     E   
3
4c2

4c4c      E E 

E  3
4c2

4c4c
4c       

4c3
4c2

4c2
4c   E        

2
4c4c3

4c3
4c     E      

  
2h   إحسب جدول الضرب للمجموعة   :أمثلة

h

 
 

σ  i2c
2h    E   

  i2c    E E 

  σ  E 2c
2c    

2ch   E  σ  ii     
E  

2cih     σ    

hσ

ih

hσ

  
 




