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1 

 

 

                  إذا أعطيت المتجهات  (1)
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 4 , 2 3 , 3a i j k b i j k c i j k

→ → →

= + + = − − = − + + 

3                  أوجد  قدد اا المتجهد   2 , 3a b a b
→ → → →

− +. (b)    3                              أوجد  قتجدا احدةد   تج ا دات المتجدا a b
→ →

+ .  (c)  
a,                        أوج  احزاوية ب  المتجهد  b

→ →.   (d)   هدات       لاث قتج      هد  احد    ,  ,  a b c
→ →   (e)                  تدد  تج قتدتدو واةد     →

a           وه  احعلاقة  b c a b c
→ → → → → →   

  =     
   

       صحيحة   

 Solution الحل ـ

   أن      نفرض

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3  2 6 12 3 2 4 6 4 16 9B a b i j k i j k i j k
→ → →

= − = + + + − + + = + + 

        إذن فإن

16 256 81 353B
→

= + + = 

     ً        أيضاً نفرض أن

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 2 4 3 6 9 5 2 8A a b i j k i j k i j k
→ → →

= + = + + + − − = − − 

        إذن فإن
25 4 64 93A

→

= + + = 

(b)  نفرض أن        

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 6 12 3 2 3 7 10C a b i j k i j k i j
→ → →

= + = + + + − − = + 

           وباحتالي فإن (1
ˆ ˆ7 10 7 10ˆ ˆ ˆ

49 100 149 149

i j
C i j

+
= = +

+
 

(c)  ية ب  المتجه          ن احزاو       نفرض أ             ,a b
→           ةيث نج  أن  ،    هي   →
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( ) 12 8 3 9 9
cos cos

21 14 7 6 7 6

a b

ab
 

→ →

− − − − − 
= = =  =  

 
 

(d)  بما أن      
  2   4   1

  1 2 3 7 0

1   1   3

a b c
→ → → 

  = − − = −  
 

−

 

,            جهات اح لاثة      ن المت      إذن فإ ,a b c
→ →                          لا تد  تج قتتدو أفدي واة .  →

(e)   بما أن       
ˆ ˆ ˆ    

ˆ ˆ ˆ2   4   1 10 7 8

1 2 3

i j k

a b i j k
→ →

 = = − + −

− −

 

        إذن فإن
ˆ ˆ ˆ    

ˆ ˆ ˆ10 7 8 29 38 3

1 1   3

i j k

a b c i j k
→ → → 

  = − − = + − 
 

−

 

     ً       أيضاً ح ينا 
ˆ ˆ ˆ      

ˆ ˆ  1 2 3 3

1   1   3

i j k

b c i k
→ →

 = − − = − −

−

 

      لي فإن     وباحتا
ˆ ˆ ˆ    

ˆ ˆ ˆ  2 4   1 4 12

3 0 1

i j k

a b c i j k
→ → → 

  = = − − + 
 

− −

 

   أن         وهكذا نج  
a b c a b c
→ → → → → →   

       
   

 

***** 
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ˆ                                        المدجبدة احدتج  عد  احزاويدة اة ددا  بد  المتجهد    m          أوج  قيمدا   )2( ˆ ˆˆ ˆ,  a i j k b mi k
→ →

= + + = −  
      تتاوي 

3

.  

 Solution الحل ـ

a,                          نفرض أن احزاوية ب  المتجه   b
→    هي   →

3


        ، إذن =

( ) ( )
2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ

cos
3 3 1

i j k mi k

m

 + +  − 
= 

  +
 

  و أ

( )

2
2

22

1 1 1 2 1
8 1 0

2 4 3 13 1

m m m
m m

mm

− − +
=  =  − + =

++
 

    إذن

1,2

8 64 4
4 15

2
m

 −
= =  

4           المطلدبة هي   m      وتكدن  15m = + .   

***** 
0a        اثبت أن    )3( b a b

→ → → →   
−  + =   

   
a           عن قا يكدن      b=بدات أن       ة تج إث      احنتيجد         خ م هذت   است     ، ثم       

                                   احزاوية المرسدقة تج ن ف دائر  قائمة.

 Solution الحل ـ

      بما أن
2 2

a b a b a a a b b a b b a a b b a b
→ → → → → → → → → → → → → → → →   

−  + =  +  −  −  = +  −  −   
   

 

       وبما أن
a b b a
→ → → →

 =  

a           إذن، عن قا  b=  فإن    
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  2 2
0a b a b a b

→ → → →   
−  + = − =   

   
 

        المتجه              وهذا يعني أن 
  a b and a b

→ → → →   
− +   

   
  

 .شكلال انظر. متعامدان
 

 

C
O

B

A

a - b

b

aa

a + b

 
 

 

2        اثبددددت أن     )5( 2
a b a b a b
→ → → →   

−  + = −   
   

         اأس ق لددددث                   المتددددتديو احداصدددد  قدددد                 ، ثم اسددددتنت  أن

                لى هذت احداع  .                   ت ف احداع   عمددي ع    لى قن    ق  إ         تاوي احتا  قت

 Solution الحل ـ

        نفرض أن

 ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ,  x y z x y za a i a j a k b b i b j b k
→ →

= + + = + + 

   إن     إذن ف
( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ

x x y y z za b a b i a b j a b k
→ →

− = − + − + − 

      ً وأيضاً 
( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ

x x y y z za b a b i a b j a b k
→ →

+ = + + + + + 
 

      فإن      وباحتالي
2 2 2 2 2

x x y y za b a b a b a b a
→ → → →   

−  + = − + − +   
   
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( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
z x y z x y zb a a a b b b− = + + − + + 

            وهكذا نج  أن
2 2

a b a b a b
→ → → →   

−  + = −   
   

 

 .شكلال انظر
A

B D C

b
ac

 
 

 

1                                                   ً        أيضاً، بما أن
,   

2
d a b c a b a
→ → → → → → → 

= − + − = 
 

 

    فإن     إذن
1 1 1

    
2 2 2

c a a b c a b
→ → → → → → → 

= − +  = + 
 

 

d,                     ن شددددرا تعاقدددد  المتجهدددد     ويكددددد  c
→ 0d      هددددد أن   → c

→ →

           أي أن                           . بمددددا أن الم لددددث قتتدددداوي احتدددداق=
a b=إذن ،      

 

( )2 21 1 1
0 0

2 2 2
a b a b a b
→ → → →   

+  − = − = =   
   

 

***** 

ˆ        إذا كان    )7( ˆ ˆ4 5 3a i j k
→

= − a      المتجدا                                . فأوج  المتجا احدذي حدا نفدتج ا دات +
→

  تج      ضدعفا         ويتداوي 
a                                      المد اا، ثم أوج  المتجا احذي حا عكتج ا ات 

1          ، وقد اات →

3
a            قد اا المتجا   

→.  

 Solution الحل ـ
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ً                           حنرقز د أولًا د حلمتجدا احدذي حدا نفدتج ا دات a      المتجدا             
A                  فا تج المدد اا باحرقدز          ويتداوي ضدع  →

           . كمدا نرقدز →
a            حا عكتج ا ات              حلمتجا احذي

1          ، وقد اات →

3
a            قد اا المتجا   

B      باحرقز   →
    فإن       . إذن→

 ( ) ( )
1

ˆ ˆ2 ,  
3

A a a B a a
→ →  

= = − 
 

  

a                 ندج  قد اا المتجا 
          ، فنج  أنâ         ا احدة        ثم قتج      ، وق  →

ˆ ˆ ˆ4 5 3 4 1 3ˆ ˆ ˆˆ
16 25 9 5 2 2 5 2

a i j k
a i j k

a

→

− +
= = = − +

+ +
 

           وباحتالي فإن
( ) ( )

4 1 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ2 2 5 2 8 10 6
5 2 2 5 2

A a a i j k i j k
→  

= =   − + = − + 
 

 

( )
1 5 2 4 1 3 4 5ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ
3 3 3 35 2 2 5 2

B a a i j k i j k
→   

= − =  − + − = − + −   
   

 

***** 

                            ، وزوايا الا ات كلها قتتاوية.2                                       أوج  المتجا احذي قركباتا قدجبة، وقد اات   (9)

 Solution الحل ـ

                المتجا المطلدب هد   أن       نفرض

( )( ) ( )( ) ( )( )ˆ ˆ ˆ2 cos cos cosa i j k  
→

= + + 

                                 زوايا الا ات كلها قتتاوية، إذن فإن      بما أن 
( ) ( ) ( )cos cos cos  = = 

ٍ     عن ئذٍ نج      أن    
( ) ( )2 1

3cos 1  cos
3

 =  =  

                                       قركبات المتجا المطلدب قدجبة، إذن فإن                     ا، ق  المفترض أن تكدن ك    ا أن  وبم
2 2 2ˆ ˆ ˆ
3 3 3

a i j k
→

= + + 

***** 
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)   طدددة    حند         احدددذي بدددر با          ط المتدددتديو                                    أوجددد  المعدددادلات المتجهدددة واحباااقتريدددة حلخددد  )9( )5, 6,2P        ويددددازي   −
1      المتجا  4

,2,
2 3

v
→  

= − 
 

.  

 Solution الحل ـ

                  المعادحة المتجهة هي
( )0

1 4
,2, 5, 6,2

2 3
a t v a t
→ → →  

= + = − + − 
 

 

                           إذن المعادحة احباااقترية هي 
1 4

5,  2 6,  2
2 3

x t y t z t= + = − = − + 

                     والمعادحة احدياسية هي
 

6 3 6
2 10

2 4

y z
x

+ − +
− = = 

****** 

)   طة                    أوج  المتافة ب  احند  )11( )5,3,7P 6                      والمتتدو، احذي قعادحتا   − 5 8 9 0x y z− + − =.  

 Solution الحل ـ

        فنج  أن   ،h       باحرقز          ذت المتافة       حنرقزله
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0

2 2 2 2 2 2

6 5 5 3 8 7 9 2

5 56 5 8

ax by cz d
h

a b c

+ + −  − + −  +  −
= = =

+ + + − +

 

***** 
)         ر باحندطددددددددددة             حلخددددددددددط، احددددددددددذي بدددددددددد   ة         دحددددددددددة المتجهدددددددددد         أوجدددددددددد  المعا   )13(            ويدددددددددددازي ا ددددددددددط   −1,3,4(

,  1,  3x t y z t= = − = +.  

 Solution الحل ـ

,                 خددط احددذي قعادحتددا             ، وحنرقددز حل1l                        حنرقددز حلخددط المطلدددب باحرقددز   1,  3x t y z t= = − =       باحرقددز   +
2l1                               المعادحة المتجهة )المطلدبة(  حلخط            . نفرض أنl   احذي بر باحندطة               (   2l              ، و يدازي ا ط −1,3,4(
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1   هدددي  1 0a t v a
→ → →

=                  تج اح ددددا  الا اهيدددة            بكددد  وضدددعها  2l         جهدددة حلخدددط      ً                    . أيضددداً، بمدددا أن المعادحدددة المت+

2 2 0b t v b
→ → →

=               ، أي تج اح دا +
 ( ) ( )2 1,0,1 0, 1,3b t

→

= + − 

)              ةيث نج  هنا أن  )2 1,0,1v
→

        أن            . حكننا نج  =

1 2  //  l l
→              إذا كان   →

1 2  //  v v
→ 1           أي إذا كان   → 2=v cv

→ → ،  
)                  ، واحذي بر باحندطة 1l                                           أي ع د ةديدي. إذن فإن المعادحة الا اهية حلخط   c    ةيث       ت بح  −1,3,4(

( ) ( )1,0,1 1,3,4a t
→

= + − 

1t    ةيث  ct=  .هد أي ع د ةديدي                 
***** 

 

1     ا ط              اداس تداط   )15( 2,  l lةيث ،      

1

1 3 5
:  ;

2 4 1

x y z
l

+ − −
= =

− −
       

 

2 :  2  , 2  , 2  l x t y t z t= − + = − − = + 

 Solution الحل ـ

1        ً                         ندج  أولاً المعادحت  الا اهيت  حلخط   2,  l l  فنج  أنهما على احترتيب                     
; ( ) ( ) ( ) ( )1 22,4, 1 1,3,5 ; 1, 1,1 2, 2,2a t b t

→ →

= − − + − = − + − − 

1                        ا تداط  ا طان المتتديمان   إذ 2,l l  د أن                   ً فإن هذا يعني د اياضياً    قا         تج ندطة     
(i) ( ) ( ) ( ) ( )1 22,4, 1 1,3,5 1, 1,1 2, 2,2t t− − + − = − + − − 

1                                                 هددي تج واقدد  انقددر نوددام قكدددن قدد  ثلاثددة قعددادلات تج ا هدددح    (i)                     وهددذت المعادحددة الا اهيددة  2,  t t .  
          فنح   على    بدة                                                      اح لاث بك  الح دل عليها بمداانة طرتج المعادحة الا اهية احتا             وهذت المعادلات 

(ii) 
1 2 1 2 1 22 1; 4 5; 3t t t t t t− − = − + = − − − = − 

1                         بكددد  الح ددددل علدددى احبددداااقتري    (ii)                        بحددد  أي قعدددادحت  قددد  احنودددام  2,  t t ثم يدددتو احتعدددديفي  مدددا تج ،                      
    إذا     . و                     ً                                      دت كان احنوام قتدافداً، مما يعني أن هناك ندطة تداط  حلمتتديم                        اح اح ة المتبدية فإذا تحد         المعادحة

ٍ                          ة اح اح ة فإن هذا يعني أن احنوام غير قتدافق، وعن ئذٍ فلا تدج  ندط تداط  ويكددن                  لم تتحق هذت المعادح                                                 
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1                                                      ا طان قتخاحف . بح  المعادحت  انولى واح انيدة، أي المعدادحت   2 1 22 1; 4 5t t t t− − = − + =   ً ةدلاً   −
      نج  أن  (Similtineously)      ً آنياً 

1 23,  7t t= − = 

1                        المعادحة اح اح ة المتبدية                       وباحتعديفي  ذت احديو تج 2 3t t− − =                                نجد  أنهدا لا تتحددق. وباحتدالي فدلا تدجد    −
1                 ندطددة تددداط  حلخطدد   2,  l l1                  المتددتديم  المعطيدد                        ندد اس قتجهددي الا ددات حلخطدد        . الآن 2,  l l    فددإذا      

1                تدازي  فإن ا ط     ير ق     كانا غ 2,  l l  يكدنان قتخاحف . بما أن                     
( ) ( )1 22,4, 1 ,  1, 1,1v v

→ →

= − − = − 

  ن            ، فإننا نج  أ                                                وهما غير قتعاق ي ، ننا، بفرض أن احزاوية بينهما هي 

1 11 2

1 2

7
cos cos 0

21 3

v v

v v


→ →

− −

 
 −  = =      

 

 

1              وغيرقتدازي  نن  2v cv
→ →

  يدي          ني ع د ةد    c،     1             إذن فإن ا ط 2,  l l  .خطان قتخاحفان               

***** 
)    هيدة             قعادحتدا الا ا           تتديو احدذي          ه  ا ط الم  (21) ) ( )1,3,2 2,1,1r t

→

= −          ى المتدتدو         عمدددي علد +
3                      احذي قعادحتا احدياسية  2 11x y z− −                           ندطة احتداط  إن وج ت.       أوج=

 Solution الحل ـ

)                      ً                                            ا ددط المتدددتديو يكددددن عمدددددياً علدددى المتدددتدو إذا كدددان قتجدددا الا دددات حدددا، أي المتجدددا  )1,3,2v
→

= −  
)                                يدازي المتجا احعمددي حلمتتدو وهد  )1, 3, 2n

→

= −         . بما أن−

( ) ( )
ˆ ˆ ˆ       

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,3 ,2 , 3 , 2 1   3   2 0

  1 3 2

i j k

n v i j k i j k
→ →

 = −  − − = − =

− −

 

                                                                                إذن فإن ا ط المتدتديو المعطدى عمدددي علدى المتدتدو المعطدى. حلح ددل علدى ندطدة تداطعدا قد  هدذا 
                            ت احبراقترية حلخط المتتديو وهي                  ً         المتتدو. ندج  د أولاً د المعادلا

2,  3 1,  2 1x t y t z t= − + = + = + 
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    على     نح                         تعديفي تج قعادحة المتتدو  باح
( ) ( ) ( )2 3 3 1 2 2 1 11  1t t t t− + − + − + =  = − 

                    إذن ندطة احتداط  هي
( ) ( ), , 3, 2, 1x y z = − − 

***************************************** 
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