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 الباب
5 

 
 نظم المعادلات التفاضلية الخطية

 Systems of Linear Differential 
Equations 

 

                                                   في هذذذال لب ذذذام  معانذذذا نذذذت  لذذذض لةعذذذاة.  لبم ا ذذذ    ل   ذذذ   
                                                     ح ث  قدم طريقمين ب حا  لب ريق  للأولى تعممد ع ذ  لتذمادلم 

             باعم ذذاأ ه ذذ  في   (Differential Operators)                  لةذذرارل  لبم ا ذذ    
                                                 ض لةعذذاة.  لبم ا ذذ    تاذذهي ل)اه ذذا ولق ذذهت  ول عذذ   ذذ     لذذ

                                                      تأاير لةرارل  لبم ا    ، للأنر لباي يسمدعي فك ل.أت ذا  ينذين 
                                                           لةرارل  لبم ا     ولق هت وهاه لب ريق  تسم  ذ هيضذا  ذ طريقذ  

                                  قذذذدم لب ريقذذذ  لب ا  ذذذ ، ولبذذذ  تعممذذذد   (5.2)      في فصذذذا            ه   سذذذايد 
  (Eigenvalues)            قذذذذذذ ض لةم ذذذذذذ  ،                       ع ذذذذذ  لتذذذذذذمادلم نذذذذذذا يسذذذذذم  باب

                        لةقاين ذ  اذا وكبذك بابمقسذ     (Eigenvectors)                ولةمجها  لةم    
                                                 نذذذت ن ذذذاه ض  اين  ذذذ  لةصذذذ هفا  باذذذي تاذذذهي نصذذذ هفا    ريذذذ  

(Diagonalizable)   
 

الطريقة الأولى لحل نظم المعادلات التفاضلية الخطية  5.1

 باستخدام المؤثرات التفاضلية



 Systems of Linear Differential Equations ـ  نظم المعادلات التفاضلية الخطية ◼  5الباب 

 Prof. Dr. Emil Shoukrallaــ  / إميل شكرالللة أ.د.

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

156 
 

 

d                               ع ذ  لتذم دلت لةذرار لبم ا ذ ي                 تعممد هاه لب ريقذ

d x
           ولبذاي يذرار   

       ف محذهت     D     بابرن                                        ع   لقا لة  هم لقصهت ع    يندأجا  مخم    
  في                                                      ينذذابك  لذذام لةعذذاة.  لبم ا ذذ    ملى  لذذام نذذبر لةعذذاة.  ل  يذذ  

D  ي  طريق  نت لبذما   نذبر تأاذير لةذرار لبم ا ذ ي ع ذ            يمض  ح   بأ                                             
                                                     لقذذا عذذبر طريذذ  فصذذا لةمرذذيرل  ومجذذرلك لبماانذذا   اذذبر ع ذذ  تذذ  ا 

3                     لة ذذات لتذذم دلت لبام ذذ  
D y    بابام ذذ       ( )3

y كمذذا  اذذبر ذ هيضذذا  ذ ،                    
y     بام ذذذذذ  با  Dy               لتذذذذذم دلت لبام ذذذذذ    وهاذذذذذال  اذذذذذبر هي  عذذذذذ  عذذذذذبر                        

                                                    لةشذذذذمقا  لبذذذذ  تلهذذذذر في لةعاةبذذذذ  لبم ا ذذذذ    نذذذذبر  ذذذذ ت لةذذذذرارل  
                                                            لبم ا     يندأجا  تقاينا أت ذ  لةشذمق   مب ذك لبي ينعذم للأن  ذ  لبذ  

                              ته ح ك     ت     هاه لب ريق  
 مثال

5.1 
               هوجد حا لبقلام  

( )

( )

;  

1;  

t
x y x x t

x x y y y t

e + = =

 + + = =
 

                                         نبر نعاةبمين ت ا   مين    مذين نذبر لبرت ذ  للأولى      ناهي          هال  لام  الحل
)            في مجهذذذذهبين،  ذذذذا  )x x t=، ( )y y t=  باتذذذذمادلم لةذذذذر رل                    

                                      لبم ا     يمحهت لبقلام لةع   ملى لبشاا
 



 Systems of Linear Differential Equations ـ  نظم المعادلات التفاضلية الخطية ◼  5الباب 

 Prof. Dr. Emil Shoukrallaــ  / إميل شكرالللة أ.د.

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

157 
 

 

 

(i) 
 ( )1 1

t
Dx Dy

D x y

e+ =

+ + =
 

 

)        هت للأوت               ب حصذذهت ع ذذ  ل)هذذ )x x t=    يذذمض  ذذرم لةعاةبذذ  لب ا  ذذ                        
)  في  )D−ف محهت لبقلام ملى ،                   

 
t

Dx Dy e+ = 

( ) ( )1 1 0D D x Dy D− + − = = 

           با مت نجد هي
( ) 2

1   
t t

D D x Dx D xe e− + + =  = − 

           وبابمالي فإي
 

(ii) t
x e = − 

                       نعاةبذذذذذ  ت ا ذذذذذ       ذذذذذ   ذذذذذير   (ii)                           بابمأك ذذذذذد  اذذذذذبر لعم ذذذذذاأ لةعاةبذذذذذ  
                                                              نمجا س  نبر لبرت   لب ا     ابر ح ها باب رق لبسذاينق   باذبر ع ذ  هيذ  

                                   حات ين صا لةمريرل ، ولبماانا نحصا ع  
1

t
x ce = − + 

                            وبابماانا نر  ل رى، نحصا ع   
 

(iii) 1 2
t

x c t ce= − + + 
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)                       ب حصذهت ع ذ  ل)هذهت لب ذا   )y y t=  يذمض  ذرم لةعاةبذ  للأولى                     
)  في  (i)          نذذذبر لبقلذذذام  )1D )                         ، و ذذذرم لةعاةبذذذ  لب ا  ذذذ  في + )D−  

          ملى لبقلام(i)               ف محهت لبقلام 
( ) ( ) ( )1 1 1

t
D D x D D y D e+ + + = + 

 

( )( )1 0D D x Dy− + − = 

           با مت نجد هي
     ( ) ( )1 1

t t t
D D y Dy D De e e+ − = + = + 

             وينعد ل. مصاأ
2

2
t

D y e= 

                                                 وهذذذذاه للأ ذذذذير   اذذذذبر هي تأ ذذذذا يذذذذاا نعاةبذذذذ  ت ا ذذذذ       ذذذذ   ذذذذير 
                                               نمجا س  نبر لبرت   لب ا   ، هي  ابر هي تأ ا لبشاا

 

(iv) 2
t

y e = 

                          بابماانا نر  ولحد  نحصا ع  
1

2
t

y ke = + 

                          وبابماانا نر  ه رى نحصا ع  
 

(v) 1 2
2

t
y k t ke= + + 

                   ب حصذذهت ع ذذ  لب هلينذذذ  
1

k ،  
2

k ،  
1

c ،  
2

c عذذهم نذذذبر  ،          (iii) ،  (v)  
x,   عبر  y   في لبقلام         (i)  فقحصا ع   لبقلام                 
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( ) ( )1 2 1 2
2

t t t
D c t c D k t ke e e− + + + + + = 

( )( ) ( )1 2 1 2
1 2 1

t t
D c t c k t ke e+ − + + + + + = 

           هو لبقلام 
1 1

2
t t t

c ke e e− + + + = 
 

1 1 2 1 2
2 1

t t t
c c t c k t ke e e− + − + + + + + = 

 

          لبع  ذذ  ينذذين                                              وهاذذال نحصذذا نذذبر لةعاةبذذ  للأولى نذذبر هذذال لبقلذذام ع ذذ 
        لب اينمين 

1
c ،  

1
k  في لبشاا        

1 1 1 1
0    c k k c+ =  = − 

                                  وبابمعهيم في لةعاةب  لب ا    نجد هي 
2 1 2

1k c c= − − 

                               وهاال نجد هي حا لبقلام لةع   هه
( )

1 2 1 2
,   2 1 1

t t
x c t c y c t ce e= − + + = − + − + 

 
 مثال

5.2 
               هوجد حا لبقلام  

2

2 2

3 2 3

x y t

x y y t

 − = +

 − + =
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                                                           هال  لام نبر نعاةبمين ت ا   مين    مين للأولى نبر لبرت   لب ا   ،  الحل
)                                ولب ا  ذذذذذ  نذذذذذبر لبرت ذذذذذ  للأولى في مجهذذذذذهبين  )x x t=، ( )y y t=    

                                        تمادلم لةر رل  لبم ا     يمحهت ملى لبشاا با
 
 

(i) 
2

2 2D x y t− = + 
 
 

(ii) ( ) 2
3 2 3Dx D y t+ − + = 

)           ب حصذهت ع ذذ   )y y t= ذذما   نذبر  ،           x  وكبذذك ينضذذرم لةعاةبذذ ،                    
(ii)  في ( )D− نت لةعاةب           ، ول مت           (i)    فقحصا ع          

 

( )2
2 3 2 2 5y D D y t− + − = − 

)                   هو                  )2
3 2 2 2 5D D y t− − = − 

                                                           وهذذاه نعاةبذذ  نذذبر لبرت ذذ  لب ا  ذذ ، لقذذا لبعذذام اذذا  اذذبر لقصذذهت ع  ذذ  
ٍ                         باتمادلم هيٍ نبر لب رق لبساينق   مكل             

1 7 1 7

3 3
1 2

5 7

2 2

t t
y c c te e

+ −

= + + − 

)           ب حصذذهت ع ذذ   )x x t= ذذما   نذذبر  ،           yبذذك ينضذذرم لةعاةبذذ      ، وك                
(ii)   و ذذذذرم لةعاةبذذذذ  2        في لبعذذذذدة ،               (i)   في  ( )3 2D−          ، ثم ل مذذذذت +

        فقجد هي
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( )3 2 2
3 2 2 6 2 1D D D x t t− + + = + + 

                                                                 وهاه ذذ هيضا  ذ نعاةب  نذبر لبرت ذ  لب ا  ذ ، لقذا لبعذام اذا  اذبر لقصذهت 
             ع    في لبشاا

1 7 1 7

3 23 3
1 2 3

5 29

2 2

t t
x k k t t t ke e

+ −

= + + − + + 

           ابر لقصذهت   x، y                                      وبابمعهيم في لبقلام لةع   عبر كا نبر لق ين 
                      ع   لبع    ينين لب هلين  

1
k ،  

2
k ،  

1
c، 

2
c   

 

الطريقة الثانية لحل نظم المعادلات التفاضلية الخطية  5.2
 استخدام مفهوم القيم المميزة والمتجهات المميزةب

                                                          هذذاه لب ريقذذ  تعممذذد ع ذذ  لتذذمادلم ينعذذم لة ذذاه ض ن ذذا ن هذذهم لبقذذ ض 
                          هم  اين    لةصذ هف  لأي تاذهي                                     لةم    ولةمجها  لةم    لةقاين  ، ون ه

                                                           ريذذ ، بذذال ةعقذذا   ذذده ينمقذذدر ينعذذم لبمعري ذذا  ولبقلذذر   عذذبر هذذاه 
          لة اه ض  

 

 

 
 للمصفوفة المربعة المميزةوالمتجهات القيم 

Eigenvalues and Eigenvectors  
 

 5.1يف تعر
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تعّذذذرا قلبق مذذذ  لةم ذذذ  ق   ُ                    ّ   (eigenvalue)    لةرينعذذذ          ب مصذذذ هف        A   نذذذبر   
n       لبرت    n     ع   هنها  ت ك لبق م  لقق ق   هو لةرك                                          ولب   قذ         

           لةعاةب    
 

(5.1) AX X= 

1n                           هذذذذي نصذذذذ هف  لبعمذذذذهة نذذذذبر لبرت ذذذذ    X    ح ذذذذث      ولةقاين ذذذذ  ب ق مذذذذ                
  (Eigenvector)               قلةمجذذذذذ  لةم ذذذذذ ق  X            سذذذذذم  لةصذذذذذ هف       ت      لةم ذذذذذ  

                        ولةقاينا ب ق م  لةم     A          ب  مص هف  
 

 

 

 تنويه
                          ك مذ  هةا  ذ  وتعذلإ باينج   يذ      (Eigen)                       يجب لبمقهي  ملى هي  ك مذ   

(Proper)   
 

 
 

           هي لةص هف   A         مكل كا   

 
 

 

(5.2) A  ;  1, ,   1,
ij

a i n j n = = =
  

 
 

                  مكل كذذذذذذذذاي وفقذذذذذذذذ  مكل    A                      هذذذذذذذذي   مذذذذذذذذ    ذذذذذذذذ   ب مصذذذذذذذذ هف        فذذذذذذذذإي 
   كذذذذذاي

n
I A 0 −              هذذذذذي   مذذذذذ    ذذذذذ                          ولبعاذذذذذا فذذذذذإكل كا ذذذذذ  =

  ، X   ،(Nontrivial Solution)                 فإي هي حا  ير صذ ري  A         ب مص هف  

 5.1 نظرية
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)       ب قلذذام  )n
I A OX −    هذذذه                    هذذذي لةصذذ هف  لبصذذذ ري    O    ح ذذذث   =

                               نمج      نقاينا ب ق م  لةم   
 

                  ع ذذ  لبقذذ ض لةم ذذ  ،              هذذال، وب حصذذهت  
1

 
n

i i


=
  (5.1)           ، ب مصذذ هف  

     للمحدة       يمض فك
 

(5.3) 
 

n
I A 0 − = 

                   في لبق مذ  لةم ذ    n                                     فقحصا ع   نعاةب  ك ير  حذدوة نذبر لبدأجذ  
               نذذبر لبقذذ ض لةم ذذ    n                           بحذذا هذذاه لةعاةبذذ  نحصذذا ع ذذ  عذذدة  

1
 

n

i i


=
    

                              وبما ه   في نقاينا كا   م      ، 
i

 ، يهجذد نمجذ    ذ ،                 
i

X بح ذث ،      
   هي
 

(5.4) i i
AX X         =1,

i
i n=  

i                             مكل  ف  حصذذذهت ع ذذذ  لةمجذذذ  لةم ذذذ  
X     لةقاينذذذا ب ق مذذذ  لةم ذذذ                     

i
 ،  

                                          ع  قا بحا  لام لةعاة.  ل  ي  ل     لةمجا ا
 

(5.5) ( )n
I A O         =1,

i i
X i n − =  

)               بمذا هي لةصذ هف  )n
I A

i
     حسذذب   (Singular)            نصذ هف  يذاك   −

                                  هي حذذا هذذال لبقلذذام بذذ ا نمجهذذا    ذذ ل         ٍ عقد ذذاٍ                     لبمعريذذف فمذذبر لةعذذروا
X        ولحدل ، 

i
                                                  ، ينا هه فرلغ نبر لةمجها  لةم   ، للأنر لباي يعلإ م ذ  
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                     في نقاينذذذذا كذذذذا   مذذذذ    ذذذذ   
i

    يهجذذذذد عذذذذدة .نهذذذذا ي نذذذذبر لةمجهذذذذا                          
X      لةم   

i
   

 مثال

5.3 
         باذذا   مذذ                                                  هوجذذد لبقذذ ض لةم ذذ  ، وكذذابك لةمجهذذا  لةم ذذ   لةقاين ذذ    

                   ب مص هف 

1 4
A

0 3

− 
=  
 

 

2n                               نرينعذذذ  نذذذبر لبرت ذذذ  لب ا  ذذذ ، هي هي   A        لةصذذذ هف   الحل           مكل  تهجذذذد   =
   هي  A                                       مماي    تاي  لةعاةب  لةم    ب مص هف 

2

1 4
I A 0        0 

0 3






+ −
− =  =

−
 

)                                                    هو )( )1 3 0 + − = 
                                    مكل  لبق ض لةم    هي

1 2
1,  3 = − = 

                                                ب حصذذهت ع ذذ  لةمجهذذا  لةم ذذ   في نقاينذذا لبق مذذ  لةم ذذ   
1

1 = −  
                هجد حا لبقلام

 

 ( )1 1
0

n
I A X − = 

          هو لبقلام
1

2

1 0 1 4 0
1  

0 1 0 3 0

x

x

  −     
−  − =       

         
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          هو لبقلام
1

2

0 4 0

0 4 0

x

x

 −   
=    

−     

 

يسم دت بابقلام                             ولباي  ابر هي  
1

2

0 1 0

0 0 0

x

x

    
=    

     

 

  (Reduced Matrix)                               ح ذذذذذذث د لتذذذذذذم دلت لةصذذذذذذ هف   لةام بذذذذذذ  
0 1

0 0

 
 
 

0         باةص هف  4

0 4

− 
 

− 
     ولبذ         جذهألي                  حسذب طريقذ  جذاو  ذ  

                        تقهت ذ هيضا  ذ هي لةمرير 
2

x  ين قما لةمرير              هه نمرير تاينت            
1

x   هذه نمرذير        
                نسمقا  وبق رم هي

1
0x =   ح ث ،         تأ ذا   مذا  ل م اأيذ  نذا                      

                 عدل لبص ر  بما هي
1 2 2

0 0    0x x x+ =  = 

         مكل  فإي
1

1
2

1
  ;  0

0 0

x
X

x


 

     
= = =      

     

 

                    ول ذذح هي لةمجذذ  لةم ذذ  
1

X    نذذا هذذه م. فذذرلغ .نهذذا ي نذذبر لةمجهذذا                               
       ب حصذذهت                                  تأ ذذا   مذذا  ل م اأيذذ  ناعذذدل لبصذذ ر                   لةم ذذ  ، وكبذذك لأي 
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                   اين ذذذ  ب ق مذذذ  لةم ذذذ                     لةمجهذذذا  لةم ذذذ   لةق    ذذذ   ع
2

3          هجذذذد حذذذا   =
       لبقلام

( )2 n 2
I A X 0 − = 

   هو
1

2

1 0 1 4 0
3  

0 1 0 3 0

x

x

  −     
 − =       
         

 

1                                       هو لبقلام

2

4 4 0

0 0 0

x

x

 −   
=    

     

 

1                                              هو

2

1 1 0

0 0 0

x

x

 −   
=    

     

 

1    بذذذذذذذذ                            ح ذذذذذذذذث د لتذذذذذذذذم دلت لةصذذذذذذذذ هف   لةام 1

0 0

− 
 
 
        باةصذذذذذذذذ هف    

4 4

0 0

− 
 
 
            كذذابك  ذذرى هي                            حسذذب طريقذذ  جذذاو  ذ جذذهألي   

1
x   هذذه   

                نمرذذير تاينذذت، ين قمذذا 
2

x   هذذه نمرذذير نسذذمقا   بق ذذرم هي                         
2

0x =   
                                      تأ ا   ما  ل م اأي  ناعدل لبص ر  بما هي      ح ث 

1 2 1 2
0      x x x x − =  = = 

         مكل  فإي
1

2
2

1
  ;  0

1

x
X

x


 



     
= = =      

     
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                    ول ذذذح هي لةمجذذذذ  لةم ذذذذ  
2

X    ياّذذذذهي فرل ذذذا  .نها  ذذذذا  نذذذذبر لةمجهذذذذا                              ّ  
                          ا  ل م اأي  نا عدل لبص ر        تأ ا   م                  لةم   ، وكبك لأي 

  
     وينعذذم   (Diagonal Matrix)                                 قذذدم لبي تعريذذف لةصذذ هف  لبق ريذذ 

                               ك   ذذذذ   هيذذذا هيذذذذ  نصذذذذ هف  نرينعذذذذ  ملى        يذذذذرو  و                 صا صذذذها ثم  ذذذذدأ  
              نص هف    ري  

 

 

 
 المصفوفة القطرية

 Diagonal Matrix  
 

)          هف  نرينعذذذذذ ،            يقذذذذذات لأيذذذذذ  نصذذذذذ  )D
ij

d=  نذذذذذبر لبرت ذذذذذ ،            n n   هنهذذذذذا    
              هصذذذ األ  ناعذذذدل   (Entries)                                 نصذذذ هف    ريذذذ  مكل كا ذذذ  كذذذا عقاصذذذرها 

                 ، ح ذذث يهجذذد ذ ع ذذ  (Main Diagonal)                    عقاصذذر لبق ذذر لبر  سذذي 
                                                  للأ ا ذ عقصر ولحد  ير ص ري  مبر عقاصر لبق ر لبر  سي 

 

D                                     ين رذذذذ  لبر  ذذذذ ا  فذذذذإي هذذذذال يعذذذذلإ هي لةصذذذذ هف  
ij

d =
  

     تاذذذذهي   
  0                    نصذذذذذذذذ هف    ريذذذذذذذذ  مكل كذذذذذذذذاي

ij
d i j=    مكل  فذذذذذذذذإكل كا ذذذذذذذذ                   

D
ij

d =
  

                                     هي نص هف    ري  فإنها يجب هي تأ ا لبشاا  
 

 5.2تعريف 
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11

22

0 0

0
D

0

0 0
nn

d

d

d

 
 
 

=  
 
 
 

 

 

 

 
                                                لبقذذ ض لةم ذذ   لأيذذ  نصذذ هف    ريذذ  هذذي ع ذذاأ  عذذبر عقاصذذر  

                                               لبق ذذذذر لبر  سذذذذي  ع ذذذذ  تذذذذ  ا لة ذذذذات فذذذذإي لبقذذذذ ض لةم ذذذذ   
         ب مص هف 

1 0 0

A 0 2 0

0 0 10

 
 

=
 
  

 

                             هي 
1 2 3

1,   2,   10  = = = 
                                                     ولبسذذذرلت لة ذذذروه لبي هذذذه هذذذا  اذذذبر لأيذذذ  نصذذذ هف  هي تمحذذذهت ملى
                                                       نص هف    ري ؟ ها تهجد يرو  بذابك؟ وك ذف يذمض  هيذا لةصذ هف  
                                                     ملى لبشذذذاا لبق ذذذري؟ ليجاينذذذ  عذذذبر هذذذاه للأتذذذ    تقذذذدنها لبقلذذذر   

       لبت   
 
 

 

 تكون قطرية لكية المصفوفة يقابل

n                          هيذذ  نصذذ هف  نرينعذذ  نذذبر لبرت ذذ   A     بذذمابر  nلب  ذذ                بق ذذرم هي      
 

1

n

i i


=
                                          هذذذذي ف ذذذذذ  لبقذذذذذ ض لةم ذذذذ   اذذذذذاه لةصذذذذذ هف   بق ذذذذذرم هي   

 !انتبه 

 5.2 نظرية
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                                                 لةمجها  لةم    لةقاين   ااه لبقذ ض لةم ذ   هذي لب  ذ   
=1

 
n

i i
X  

1n                       وه  ذ جم عها ذ نبر لبرت      
   نذذبر   n           اذذهي نذذبر عذذدة                  هذذي لةصذذ هف  لبذذ  تم  P                    وبق ذذرم ذ هيضذذا  ذ هي 

                                                          للأعمد ، كا عمهة ف ها هه هحد لةمجها  لةم     مكل كا ذ  وفقذ  
                             مكل كا ذذ  هذذاه لةمجهذذا  لةم ذذ  ،  

=1
 

n

i i
X  ذذير نرت  ذذ     ذذا  ،                  

                                   تاهي  اين   لأي تاهي   ري ، بح ث ياهي A            فإي لةص هف  
 

(5.2) 1

1 2

0 0

0
P AP=

0

0 0
n







−

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

 

n                          هي  نص هف  نرينع  نبر لبرت    A     بمابر  n   مكل كا   لبقذ ض لةم ذ                          

 
1

n

i i


=
                                               اذذاه لةصذذ هف  ك هذذا مخم  ذذ  و ذذير ناذذرأ ، فذذإي لةمجهذذا   

       لةم ذذذ    
=1

X  
n

i i
1n          نذذذبر لبرت ذذذ          ولةقاين ذذذ  اذذذاه لبقذذذ ض لةم ذذذ                          

               اين ذ  لأي تاذهي  A                                         جم عها تاهي  ير نرت       ا  وتاذهي لةصذ هف  
               نص هف    ري 

 5.3 نظرية
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 
 

                                                    تذذذذقحاوت لبي لتذذذذمادلم لة ذذذذاه ض لبسذذذذاينق  في حذذذذا  لذذذذض لةعذذذذاة.  
                                                      لبم ا ذذذذذ    لبعاةيذذذذذذ  في حابذذذذذ   اين  ذذذذذذ  نصذذذذذ هف  لةعذذذذذذان   في  لذذذذذذام 
                                                       لةعذذاة.  لبم ا ذذ    لأي تاذذهي نصذذ هف    ريذذ   لة ذذات لب  يه ذذح 

            هاه لب ار  
 مثال

5.4 
                               هوجد حا  لام لةعاة.  لبم ا      
 

1 1 2 3

2 1 3

3 1 2

2

3 4

2

y y y y

y y y

y y y

 = − +

 = +

 = +

 

Y        في لبشاا         لبقلام     ضت  الحل AY       ، ح ث=

1 1

2 2

33

1 1 2

Y ,  Y ,  A 3 0 4

2 1 0

y y

y y

yy

    −    
   = = = 
    
        

 

              ولقذا لة  ذهم     Y                                       وياهي لة  هم لبي هه ميجذاة نصذ هف  لبعمذهة 
     ، هيA                        لةعاةب  لةم    ب مص هف  
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3

I A 0 − = 

   هو
1 1 2

3 4 0

2 1







− −

− − =

− −

 

           دة نحصا ع            ين ك هال للمح
( )    2

1 4 3 8 2 3 2 0    − − − − − − + =
 

 

           وبابمذذالي A                                                حذا هذاه لةعاةبذ  للأ ذير  يع ذذي لبقذ ض لةم ذ   ب مصذ هف  
      نجد هي

( ) ( )
1 2 3

1 13 1 13
2 ;    ;  

2 2
  

− − − +
= = = 

                               هنا لةمجها  لةم    لةقاين   فهي
 

1 2 3

5 13 5 130

X 2  ,   X 2 13  ,  X 2 13

1 7 13 7 13

   − − − + 
   

 
= = − =   
 

   
   + −      

 

 

                   ذا  حسذب                                                وبما هي لةمجها  لةم    ك ها مخم   ، مكل  فهذ  نسذمق
                         هي تمحذذذهت ملى نصذذذ هف    ريذذذ    A              و اذذذبر ب مصذذذ هف    (5.5)        لبقلريذذذ  

      ، ح ثP               ينهلت   لةص هف  
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0 5 13 5 13

P 2 2 13 2 13

1 7 13 7 13

 − − − +
 

= − 
 

+ −  

 

               لبي بابمعهيم عبر
 

Y P Z,  Y P Z = = 

    ح ث

11

2 2

3 3

Z  ,    Z

zz

z z

z z

  
  

 = = 
  
      

 

 

Y               في لبقلذذام للأصذذذ ي  AY                     هت ملى  لذذذام جديذذذد ف ذذذ            نجذذذد ه ذذذ  يمحذذذ  =
     ويأ ذذذا   Y                                 هذذذي نصذذذ هف  ل)اه ذذذا ينذذذد.  نذذذبر لةصذذذ هف    Z        لةصذذذ هف  
       لبشاا 

P Z AP Z  = 
1-                                                ينضذذذرم طذذذرفي هذذذال لبقلذذذام نذذذبر لب سذذذاأ في لةصذذذ هف  لبعاسذذذ   

P  
        نحصا ع  

1
Z P AP Z

− = 
       .حظ هي

1
P P Z I Z Z
−   = = 
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                  نذذبر   ذا لبرت ذذ  كمذذا   (Unit Matrix)                 هذذي نصذ هف  لبهحذذد    I    ح ذث 
1  هي

P P I 
−            بما هي =

 

1

2 0 0

1 13
P AP 0 0

2

1 13
0 0

2

−

 
 
 

− − 
=
 
 

− + 
  

 

         مكل  فإي
 

11 1
1 13 1 13

2 2 22 2

1 13 1 1333 32 2

22 0 0

Z = 0 0  

0 0

zz z

z z z

zz z

− − − −

− + − +

                 = =                       

 
 

      نجد هي       وهاال
 

1 1 2 2 3 3

1 13 1 13
2 , ,  

2 2
z z z z z z

− − − +  = = = 
 

                                                          وهاه نعاة.  ت ا     ل  صاب   نبر لبرت   للأولى  ابر ح هذا ين صذا 
                                       لةمريرل  ومجرلك عم    لبماانا بقحصا ع  
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1 13 1 13

2 2 2
1 2 3

,  ,  
t t

t
z a z b z ce e e

− − − +

= = = 
 

                                                اهلين  ل م اأي    ابر ذ هيضا  ذ لقصهت ع   لةص هف    a ،  b ،  c    ح ث 
Z  في لبشاا لةص هفي               

 

2

1 131

2
2

1 13
3

2

Z

t

t

t

a

z

z b

z

c

e

e

e

− −

− +

 
  
  
 = = 
  
     
  

 

Y     بما هي  و  PZ=   مكل ،        
2

1 13

2

1 13

2

0 5 13 5 13

Y PZ 2 2 13 2 13  

1 7 13 7 13

t

t

t

a

b

c

e

e

e

− −

− +

 
  − − − +   
 = = − 
  
 + −    
  

 

          لبي، ينه ت
 

1 13 1 13

2 2
1 2

,   
t t

e e 

− − − +

= = 
 

                                نجد هي لقا لبعام ب قلام لةع   هه
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( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1 2
1

2
2 1 2

23
1 2

5 13 5 13

Y 2 2 13 2 13

7 13 7 13

t

t

b c
y

y a c

y
a b c

e

e

 

 

 

 − − + − +   
   
 = = + − + 
   
     + + + − 

 

 
 

 مسائل   5.3
 

                                    ةصذذذذ هفا  لبت ذذذذ   اين ذذذذ  لأي تاذذذذهي نصذذذذ هفا    ّ               ينذذذذينّ  نذذذذا لكل كا ذذذذ  ل
         لبذ   هاذا   P                                                ري ، فإكل كا   كذابك فأوجذد لةصذ هف   ذير لبشذاك  

                 ملى نص هف    ري  
 

(2)
0 1

B
4 3

− 
=  
 

   (1)  
1 1

A
0 1

− 
=  
 

 

(4)

5 1 1

D 1 0 3

0 0 2

 
 

=
 
 − 

   (3)  

5 0 0

C 1 0 3

0 0 2

 
 

=
 
 − 

 

(6)

8 7 1 0

0 1 0 0
G

0 0 0 0

1 0 0 0

− 
 
 =
 
 
 

   (5)  

4 0 1 0

0 2 0 0
E

0 0 1 2

0 0 0 0

− 
 

−
 =
 
 
 

 

                                      هوجد ح هت  لض لةعاة.  لبم ا     لبت  
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(7) 
1 1 2

2 1 2

3 2

4

y y y

y y y

 = +

 = +
 

(8) 
( )sin

3 2

x y x t

x y

 + − =

 − =
 

(9) 

1 2 3

2 1 3

3 1 2

2 3

y y y

y y y

y y y

 = +

 = −

 = +

 (10) 

1 1 2

2 2

3 1 2

5

2

8 7

y y y

y y

y y y

 = −

 = −

 = +

 

(11) 
1 1 2

2 1 2

4 3

2 3

y y y

y y y

 = − +

 = −
 

(12) 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

5 4 4

12 11 12

4 4 5

y y y y

y y y y

y y y y

 = − +

 = − +

 = − +

 

(13) 
2

2 4 6

0

t
x y x y

x y

e + − + =

 − =
 (14) 

ln

3 2

x y x t

x y

 + − =

 − =
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