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 *  

  ]  [  أو  )  ( توضع بین قوسین) رأسیة(وأعمدة )أفقیة(ھي تنظیم للبیانات في شكل صفوف  
    حیث ن× م  فإنھا تكون من النوع  صف ، ن عمود م تحتوي علي إذا كانت المصفوفة 
  والمصفوفة تتكون من عدد من الصفوف والاعمدة ویرمز للمصفوفة بالحروف   +صص  gم ، ن 
    ٣ ≤، ن ٣≤حیث م  وسوف نتعامل مع المصفوفة فقط .ولعناصرھا بالحروف الصغیرة الكبیرة  

  :امثلة 
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  فى مسابقة لاوائل الطلبة بالصف الأول الثانوى العام أجرى أختبار لثلاثة طلاب فى مادتى  :مثال 

 أسئلة فى الفیزیاء ٤ أسئلة فى الریاضیات ، ٦ریاضیات والفیزیاء فأجاب الطالب الأول على ال   

الثالث سئلة فى الفیزیاء ، وأجاب الطالب  أ٨ أسئلة فى الریاضیات ،٥ثانى على وأجاب الطالب ال

   . أسئلة فى الریاضیات فقط٧على 

   ٢ × ٣نظم أكتب ھذه البیانات فى صورة مصفوفة أ على ال) ١(        

   درجات فأكتب المصفوفة ج على نفس النظم والتى ٥ًإذا كان مخصصا لكل سؤال ) ٢(        

  تبین درجات كل واحد منھم فى المادتین               

  ٣ × ١من النوع    ٤   ٣   ٢      =ا

  =ب 
٢   ٠   ١  
٥   ٤   ٣  

  ٣ × ٢من النوع  

   =ج
٣–   ٠  
٧    ١  
٩    ٢  

  ٢ × ٣من النوع  

  =س 
٢   ٨  
٤-  ٠  

  ٢ × ٢من النوع  

  =ص 
٧  
-٢  

١  
  ١×  ٣من النوع  

 اتـــــالمصفوف
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٢

    :الحل 

  = ج                 =     ا                                                               

  

    : اصر في المصفوفة موقع العن
                                                                     

       عھو العنصر الذي یقع في الصف ص ،  العمود )  ص ع أ  (  یكون العنصر افي المصفوفة  

  

٢ ٣  ، أ  ٢٢   ، أ ١٢    ثم أوجد  أ ااكتب نظم   =                       اإذا كانت المصفوفة  : مثال 

    
  :الحل 

  صفر  = ٢٣    ، أ ٨ = ٢٢   ، أ ٥=  ١٢أ       ، ٢ × ٣  ھو ا      نظم  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٢ × ٣ على النظم اص ، + ع ٢= ص ع  أ حیث ) ص ع  ا(تب بطریقة السرد المصفوفة  أك: مثال 

  : الحل 
   ٥ = ١+٤ = ١) +٢(٢ = ٢١ أ     ،    ٣ = ١+٢ = ١) +١(٢ = ١١  أ

       =    ا   ٨ = ٢+٦ = ٢) +٣(٢ = ٣٢  أ    ،    ٤ = ٢+٢ = ٢) +١(٢ = ١٢أ  

   ٧ = ٣ +٤ = ٣) +٢(٢ = ٢٣ أ    ،    ٥ = ٣+٢ = ٣) +١(٢ = ١٣أ  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
               ن = م : عدد الأعمدة  =  المصفوفة التي فیھا  عدد الصفوف  :المصفوفة المربعة) ١(
  

  ٣ × ٣مصفوفة مربعة =                     ب ، ٢ ×٢مصفوفة مربعةعلى النظم  =                 ا

  

  الفیزیاء  الریاضیات  
  ٤  ٦  الاول
  ٨  ٥  الثانى

  صفر  ٧  الثالث 
 

٤      ٦  

٨      ٥  

    صفر   ٧

٢٠   ٣٠  

٤٠   ٢٥  

   صفر   ٣٥

٤      ٦  

٨      ٥  

    صفر   ٧

٥      ٣  

٨      ٤  

٧      ٥    

   الخاصةالمصفوفات
 

٥   ٣  

٨   ٤  

٢-  ٥   ٣  

٠   ٨   ٤  

١-   ٧  ٥ 
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٣

  المصفوفة التي كل عناصرھا أصفار  ورمزھا          مستطیل : المصفوفة الصفریة )٢(
        

  
   ١ ×٣    مصفوفة صفریة على           ٢ × ٢                      مصفوفة صفریة على نظم 

  
   :مصفوفة الصف) ٣(

  ن    × ١ أي علي النظام  ١= واحد وأي عدد من الأعمدة  م ھي المصفوفة التي تتكون من صف 

  ٣×١النظم )      صفر٨    ٤ -=  (   ،   ب  ٢×١النظم   ) ٧    ٥ = ( ا     مثل 

   :مصفوفة العمود ) ٤(
   =  ، ج١= ن ي عدد من الصفوف وعمود واحد فقط ھي المصفوفة التي تتكون من أ 
         ١× أي علي النظام   م  
  :مصفوفة الوحدة) ٥(

فھى تساوى واحد  ھى مصفوفة مربعة جمیع عناصر أصفار ما عدا عناصر القطر الرئیسى
  Iویرمز لھا بالرمز 

I              ٢ × ٢              =                      I ٣×٣ =   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
     ھو تبدیل الصفوف بالأعمدة  والأعمدة بالصفوف ویكون رمز مدور     :ّمدور المصفوفة 

   مد) م  × ن ا (ھو ن  × م ا  المصفوفة                                

   ٣ × ٢ تكون على النظم مد ا  فإن ٢ × ٣ على النظم اإذا كانت                               

  ب =  مد ) مد ب ( ،      ا = مد )مد ا(  - :ملاحظة ھامة

  

     مد ، ج مد ، بمد اأوجد        =             ، ج =               ، ب  ) ٩  ٦  ٣ = ( اإذا كانت:مثال 

  
      :الحل 

  

   =              مد، ج  =                                  مد، ب  =            مد ا   

  )مدور مدور مصفوفة نفس المصفوفة(              ا ) = ٩  ٦  ٣ = (  مد )مد ا        (

٠     ٠  

٠     ٠  

٠      

٠     

٠      

 ٠     ١    
 ١     ٠   

١      

٢     

٣      

٠   ٠   ١  
 ٠    ١   ٠   
 ١   ٠   ٠  

١-  ٥   ٣  
٦  ٠   ٢  
٨   ٤   ١  

٣  
٦  
٩  

٥    ٣  

٨    ٤  

٧    ٥   

٥     ٤      ٣  

٧     ٨      ٥  

١    ٢     ٣  
 ٤    ٠    ٥ 
  -٨   ٦   ١  
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٤

  
  ـــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   مدا = ا   مصفوفة مربعة  فإنھا تسمى متماثلة إذا وإذا فقط  إذا كانت  ا  كانت   إذا 
  مد   ا - ـ= ا   و تسمى شبة متماثلة إذا و إذا فقط  إذا كانت  

  
  متماثلة أم شبة متماثلة ؟=                              ھل  المصفوفة   ب  :مثال 

  
   : الحل

  
  ــ  ب =   ×                            ١ــ  =                               =  مد        ب 

  
  

     Bمد ــ ب= ــ  ب    فیكون  ب  =  مد   ب     B المصفوفة  ب  شبة متماثلة     
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  : ، ب  إذا كان ا   تتساوي المصفوفتان ـ :تساوي مصفوفتین

  لھما نفس النظم     ] ١ [                           

       ص عب  = ص عأ  یساوي نظیره في ب  أي أن العنصر اكل عنصر في ] ٢                            [

 
  
  

        =      :                  أوجد قیمة س ، ص ، ع  إذا كانت : مثال 
  

  ٤=     س    ٤ = ١ + ٣=  س     ٣ = ١ –  س المصفوفتان متساویتان  : الحل 

        ٢=     ،     ع ٥=    ص     ١٥=  ص ٣         ، 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  إذا كانت                                                  : مثال 

  
  أوجد  جـ  ، د ، ھـ                            =                                          

  

٢      ٣     

٠    ١٥     

        ع١ –س 

  ٠ ص        ٣

   د-    جـ ٣

١       ٢  

    ٤ھـ      
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    )١(     ٥=  د  - جـ                                  
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  ) ٢(   و بالتعویض فى ٣=   جـ     ٦=  جـ ٢ : نجد٢ ، ١        بجمع 

         ٢ - = ٣ – ١=   د    ،١= د  + ٣    
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  = ، ب  إذا كان                                   ا  أوجد قیمة كل من : مثال 
  

  :من التساوى نجد : الحل 
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  ٢=  ب B     ٦=  ب ٣  B       ٧ = ١+  ب ٣       ، 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
     

  
  عندما تكون المصفوفات من نفس النظام  یمكن الجمع والطرح                            

                                     والناتج یكون مصفوفة من نفس ھذا النظام
  

  = ب  + ا:فإن        =                 ، ب  =                       ا مثلا إذا كانت  

  
  

                      +                     =   = مد ب + ا               

  
  

                                   +                                                    =                - =                                                        ب    - ا                   
  
  

 =                            

 العملیات على المصفوفات

 الجمع و الطرح
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   وتصبح المصفوفة في كل عناصر ھذه المصفوفة العددلضرب عدد في مصفوفة یضرب    
  على العكس یمكن أخذ عنصر مشترك من جمیع عناصر المصفوفةالناتجة على نفس النظم و     
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  : مثال 

   ب ٢ – مداأوجد =                         ، ب  =                        ا       إذا كانت  

  :الحل
  

                        =                    +٢ -=                      ب ٢ – مدا       

  
  

 =                       
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  : ل مثا

  مدب + مدا = مد )ب  + ا( اثبت أن =                      ،  ب  =                    ا       إذا كانت  

  
  :الحل 

  +                     =  =                     ب  + ا          

  
  

  )١                      =                        (   =مد )ب  + ا       ( 
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  مدب + مدا = مد )ب  + ا: (  نجد ٢ ، ١من )  ٢                      =                      (
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  :مثال 

  =                      ب  ،  =                   ا       إذا كانت  

  

  ب= ا ٢       فاوجد المصفوفة س التى تحقق س ــ  

  : الحل 

                  =                 +    ٢ =                    +  ا٢+ ب =               س 

  
  

                               =      
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  :مثال 

  اأوجد المصفوفة  =                     مد )ب  + ا( ، =                           إذا كانت  ب 

  
  :الحل 

      ب- ـ ـ=                                                  ا                       = ب   + ا         

  
  

                      =  ــ =                     ا         
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  :ثال م

  أوجد المصفوفة س  =                      مد  س٢+        إذا كانت س 
  : الحل 

  

                    =٢                  +   =        بفرض  س 

  
  
  

 =                                     =                   +                             
  
  

  ٢=  د    ٦=  د ٣   ، ١=  أ    ٣=  أ ٣ فوفتان متساویتان   مصل ا        

  )١    (٤=  حـ ٢+           ب 

  نجد ) ١( و الجمع مع المعادلة ٢ –فى ) ٢(بضرب المعادلة ) ٢   (١ -=  ب ٢+          حـ 

  ) :١(  و بالتعویض فى ٢ -=   ب B    ٦=  ب ٣ -          

  =   س B           ٣=  حـ B   ٦=  حـ ٢ B ٤=  حـ ٢ + ٢ -          
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فوفة صفریة من نفس مص      ن  وأن ×  ، ب ، ج ثلاث مصفوفات من النظم م ابفرض أن    

  : النظم فإن الخواص الآتیة تتحقق

  ن × ب تكون مصفوفة من نفس النظم م  + ا   : خاصیة الانغلاق -١

  ا+ ب = ب   + ا   : خاصیة الإبدال -٢
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  خواص عملیة الجمع
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٩

  )ج + ب  + ( ا=   ج ) + ب  + ا=  (ج + ب  + ا  : خاصیة الدمج   -٣

                        : خاصیة وجود المحاید الجمعي -٤

  ا = ا +       +       = ا    المصفوفة الصفریة      ھي المحاید الجمعي أي أن 

   =  ا ) + ا - ) =   ( ا - + ( ا : خاصیة المعكوس الجمعي -٥

     یمكن اثبات ذلك مدب  + مد ا = مد)ب  + ا( لاحظ      

    فھي لیست إبدالیة ا -  ب ≠  ب  -   افي الطرح      -٦

  ب   أي حول الطرح الي جمع بضرب المصفوفة في السالب) ١- +  (ا=   ب  -  ا     

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

                    = ، ب     =ا كانت   إذا:مثال 

  ا=  ب ٢+  س ٣:  أوجد المصفوفة س التى تحقق أن 

  

  ٢ــ      =                  س ٣ B ب      ٢  ــ ا=  س ٣: الحل 

  
             =      +                  =                   س ٣         

    
  

  =            س 
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  =                     ، ب  =                       ا    إذا كانت: مثال 

  مد س٢ ب ــ ٣= س + ا  ٢:         أوجد المصفوفة س التى تحقق

  

٠   ٢    ١  
٣   ٠    ٢  

٢   ١-    ٤  
١-    ١    ٧  

٠   ٢    ١  
٣   ٠    ٢  

٢   ١-    ٤  
١-    ١    ٧  

٠   ٢    ١  
٣   ٠    ٢  

- ٤-   ٢   ٨  
  -٢   ٢- ١٤  

- ٤-    ٤    ٧  
 -٥     ٢-  ١٢  

٠        ٥  

٢       ٦ 

-٣      ١  

٥       ٢ 

  
  
  - ٤    

٥  
٣ 

-٧  
٣ 

٤  
٣ 

-٤  
 ٣  

-٢  
 ٣  
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١٠

  

   ٢                      ــ ٣=  ا    ٢ ب ــ ٣ = مد س٢+ س :  الحل 

  
  

                      =                            =                      +)                      ١(  
  

  :  بتدویر الطرفین نجد 
  
    ٢بالضرب فى ــ =                           س  ٢ + مد     س     
  
  
  

  : نجد ٢، ١بجمع )  ٢                      (=  س ٤ ــ مد س٢       ــ 
  
  

  =                     +                      =  س ٣           ــ 
  
  
  

  =                    س 
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
    مدب= ا  حیث =                        ،  ب  =                       ا   إذا كان  : مثال 

  
  ، ھـ ء                    فأوجد قیمة كل من 

  : الحل 
          A    مدب= ا        B          =                  

  

          B     ء        ٢ = ٢   B      ھـ    ٣ = ٣ -     ،  ١=  ء B ١ -=    ھـ   

-٣      ١  

٥       ٢ 

٠        ٥  

٢       ٦ 

-٩      ٣  

١٥      ٦ 

-٠     ١٠  

-٤ -   ١٢ 

-٩    ١٣  

-١١     ٦ 

-٦ -   ١٣  

 ١١      ٩ 

١٢    ٢٦  

-٢٢ - ١٨ 

-٩    ١٣  

-١١     ٦ 

١٢    ٢٦  

-٢٢ - ١٨ 

٢١    ١٣  

-١١-  ٢٤ 

-١٣  
  ٣ 

        - ٧  

- ٨  
-١١  
  ٣ 

٣ -      ٢  

- ٤      ١ 

  ١ -     ء٢

 ٤      ھـ٣

٣ -      ٢  

- ٤      ١ 

  ھـ٣    ء٢

- ٤      ١ 
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١١

  ا أكتب المصفوفة  } ٣ ، ٢ ، ١ { gلكل س ، ص )   س ص أ = ( ا  إذا كانت  : مثال 

  مدا  س   ثم أوجد –ص  = س ص أ :          إذا علم أن 

  : الحل
  A س–ص  = س ص   أ     B ٢ = ١ – ٣ = ٣١،  أ ١ = ١ – ٢ = ٢١ أ   ،٠ = ١ – ١ = ١١  أ  

  ١ = ٢ – ٣ = ٣٢ ،  أ٠ = ٢ – ٢ = ٢٢ ، أ ١ - = ٢ – ١ = ١٢                                  ،  أ 

  ٠ = ٣ – ٣ = ٣٣، أ١ - = ٣ – ٢ = ٢٣ ،  أ ٢ - = ٣ – ١ = ١٣                                  ،  أ 

  
   

B       ا                                =B   مدا  =   

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  
  
  :أكمـــــــــــل ما یأتى ] ١[

  ...............تى تتكون من صفین وثلاثة أعمدة تكون على النظم المصفوفة ال) ١(

  = .........وعدد صفوفھا = .......  عدد أعمدتھا ٣ × ٢المصفوفة التى على النظم ) ٢(

  = .................. عدد عناصرھا ٣ × ٢المصفوفة التى على النظم ) ٣(

  ..................=  عدد عناصرھا ٢ × ٢المصفوفة التى على النظم ) ٤(

  
  =                         ، ج  )        ٤     ٣    ١- = ( إذا كانت   ب ) ٥(
  

  :أكمل 
  ..............بینما المصفوفة ج على النظم ............... المصفوفة ب على النظم ) ١(
  ...... = .....٣١، ب = ........... ٢١ ب ،  = .......... ١١ب)  ٢(
   = ..........١٣ ، جـ = ........... ١٢ ، جـ .... . = .....١١ ـج) ٣(
  

٣  
٦  
٩  

  جمع و طرح  المصفوفاتتمارین على

   ٢    ١     ٠  
  - ١     ٠    ١  
  - ٠   ١ -   ٢  

   ٢ -    ١ -    ٠  
   ١ -     ٠     ١  
   ٠      ١     ٢  
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١٢

]٦ [  
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   ع ٢+ ص = ص ع   حیث  أ٢ × ٣ على النظم )ص ع ا  = ( اأكتب المصفوفة ] ٧[

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
    أوجد المصفوفة ب =                        مد  بإذا كانت ] ٨[
  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  
   ، ع  س ، ص     أوجد قیم              =                                           إذا كانت ] ٩[
   

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  إذا كانت ] ١٠[
  

    ب٢ =   ا   +س  أوجد المصفوفة س التى تحقق =                    ، ب =                   ا        

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

   I ٤ = مدا + اإثبت أن   =                         اإذا كانت  ] ١١[

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  = ، ب  =                                                                                    ا     إذا كانت  ]١٢[

٠        ٥  

٢       ٦ 

   ص٢ –س         ٣   

 ٥       ص ٢ + س

٤      ٣  

       ع٨

٥      ٧  

١-     ٠ 

١      ٣  

٠      ٢ 

٥-      ٢  

٢       ٥ 

   ٢     ٠     ١  
   ٣-     ١     ٢  
   ١ -   ٥     ٤  

   ٢ -      ٠      ٣  
  - ٣       ٣     ٢  
  - ٥      ٥ -    ٤  
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١٣

    ا٣ –ب ،  ب    ٢+ ا ،    ب   - ا  ، ب    +    ا           أوجد  
ــــ ــــــ ـــ ـــ ـــ ــ ـــ ــ   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  أوجد قیم س ، ص ، ع ) ١٠ -  ٤   ٩ -) = (  ع –ص    س +  س   س ٣( إذا كان    ]١٣[ 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
 ]١٤ [   
  
  
  
  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
 ]١٥ [   
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 
 ]١٦ [   
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
 ]١٧ [   
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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١٤

  
  
  

  م  مصفوفة على النظاإذا كانت  : تعریف

  ل × ن ، ب مصفوفة على النطم ك × م 

  ب  یكون معرف × ا فإن حاصل ضرب 

  ك    =  إذا كان  ن 

   اأى عدد أعمدة المصفوفة 

  عدد صفوف المصفوفة ب =                         

  .ل ×  ب  على النظم م ا= و یكون ح 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  = ، ب  =                          انت  كا                     إذا 

   ٢اب   ،  ا                   أوجد قیمة  

  عدد صفوف ب = اب معرفة لأن عدد أعمدة ا    A:   الحل 

  

 ب ا                                          =  

  
                                                =                   =          

  

  ) عدد الصفوف{لان عدد الاعمدة (    غیر معرفة ٣×٢ا    × ٣×٢ا   = ٢ا        

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

 ضرب المصفوفات

٣      ٥      ٤  
٤      ٢      ٣ 

  مثال
٢      ٣      
٣      ٤  
٢      ٥      

٣      ٥      ٤  
٤      ٢      ٣ 

٢      ٣      
٣      ٤  
٢      ٥      

٢×٣+٣×٥+٢×٤      ٥×٣+٤×٥+٣×٤  
٢×٤+٣×٢+٢×٣      ٥×٤+٤×٢+٣×٣ 

٢٩   ٤٧  
٢٠   ٣٧      

٤ 

 ملحوظة ھامة

 لا تضرب المصفوفة فى نفسھا إلا إذا كانت مربعة
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  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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١٥

  

  = ، ب  =                            اإذا كان                        

  

   بمدا   ،  مد با    ، با   أوجد إن أمكن                     

  ) عدد صفوف ب≠  ا   لأن عدد أعمدة ( ب غیر ممكنة       ا:         الحل 

٢×٣ ، ب٣×٢ا       
  مدبعدد صفوف  = ا ممكنة  لان عدد أعمدة مد با    مد 

  

     =         مد با      

  
                                                            =                 =  

  عدد صفوف ب  = مدا ب ممكنة لان عدد أعمدة مدا      

        

  =   =  ب  مدا       

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

    
  

    لان عملیة الضرب لیست إبدالیة ا ب ≠ ب ا] ١[

  أى أن عملیة الضرب دامجة  )  جب  ( ا = ج)  ب ا] ( ٢[

 ) ھى مصفوفةالوحدة حیث (    أى أن المحاید الصربى ھو     ا  = ا ×     =   × ا] ٣[

     أى أن عملیة الضرب قابلة للتوزیع على الجمع ج ا+  ب ا ) = ج+ ب  ( ا] ٤[

  حاصل ضرب مدور = أى أن مدور حاصل ضرب مصفوفتین     مدا  مد ب = مد) ب ا(  ]٥[

   الأولىمدور المصفوفة× المصفوفة الثانیة                                                           

 مثال 
٣       ٢      ١  
 ٢     ــ ٠      ١

  ٣      ٢      ١  
 ٤    ــ٢       ١ــ
 ٢ــ

٣       ٢      ١  
 ٢     ــ ٠      ١

١-     ١     
٢      ٢  
      ٤    ــ ٣

  ٤ــ×٣+٢×٢+١ـ×١       ٣×٣+٥×٢+١×١
 ٤ــ×٢ــ٢×٠+١ــ×١       ٥×٤+٤×٢+٣×٣

  ٩    ــ٢٠
      ٧     ٥ــ
٤ 

١      ١     
٠      ٢  
      ٢    ــ ٣

٣       ٢      ١  
 ٤     ــ ٢     ١-

١-      ٤      ٠ 
٦       ٤      ٢  
١٧      ٢      ٥ 

 خواص ضرب المصفوفات
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  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 ٠١١٥٤٨٠٢٨١١   -    ٠١٠٠٦٥٢٢١٣٨/ خالد المنفلوطى       ت/ اعداد الاستاذ 

١٦

                         

  =           ، ب   =                          ا                     إذا كان 

   مدب = مد) ب ا( تحقق من العلاقة                       

  : الحل 

  =                                         =  ب  ا       

  

  )١(=                     مد ) ب ا  (               =        ب ا       

  

   =                                        = مدا مد ب

  
                   =            ) ٢(  

  

   مدا مدب = مد) ب ا ( : ینتج أن ٢ ، ١   من 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  = س ×                        أوجد المصفوفة س إذا كان                
  

  : الحل 
   ١ × ٣  ، المصفوفة الآخیرة على النظم ٢ × ٣ى على نظم        المصفوفة الأول

  
  = ض أن    س        نفر

  
     

                      =                         =                    
  
  

       ٣=  أ ٣     ١٣=  ب ٤+      ، أ ١=  أ    
       ٣=   ، ب١٢ = ١ – ١٣= ب ٤               س  =  

  ٤       ١      ـ٢  مثال
٧       ٥      ٣ 

 ١     ٦      
  ٩      ٣ـ
      ٨   ــ ٣ 

  ٤       ١      ـ٢
٧       ٥      ٣ 

 ١     ٦      
  ٩      ٣ـ
      ٨   ــ ٣ 

  ٣٩  ــ٢٣
      ٨  ــ ١٧

٤ 

   ٣٢ــ ٩ــ ٢     ٨+٣+١٢ 
٥٦-٤٥+٣  ١٤+١٥-١٨ 

١٧   ٢٣  
     ٧  ــ٣٩-
٤ 

  ٢      ٣      ـ٦
٨-      ٩      ١ 

 ٣     ٢      
 ٥     ١ـ

٧      ٤      

 ٣٢ــ ٩ــ ٢     ٨+٣+١٢ 
٥٦-٤٥+٣  ١٤+١٥-١٨ 

١٧   ٢٣  
     ٧  ــ٣٩-
٤ 

  مثال
١-     ٢      
٠      ٣ 
٤      ١      

-١                
٣    

١٣      

 أ     
  ب
-

١-     ٢      
٠      ٣ 
٤      ١      

 أ     
  ب
-

-١                
٣   

١٣      

   أ ــ ب٢
   أ ٣   
  ب ٤+ أ 

-١     
٣   

١٣      

١     
٣  
-
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١٧

                       

  =                                           ، ج =                ، ب  = ا                     إذا كان 

  مد)ب ج  + ( ٢ا= مد   س١٥ :  أوجد المصفوفة س التى تحقق العلاقة     

  : الحل 

  =                                  =  ٢ا         

  
   =                                          =    ، ب ج 

  
    )  وبالتعویض فى الطرف الأیسر  =                   مد)ب ج  
  
  
   مد س١٥ =                  +                   =   
  

   ١٥              و بقسمة الطرفین على 
  
   مد س                            =  س  =  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :                       أوجد قیم أ ، ب ، حـ  إذا كان 

  
  

=                                                           
  

  : الحل 
  

                 =                                                
  
  
   B ١٤ - = ٥ + ١٩-=  أ ٧    ، ١٩ - = ٥ – أ ٧  B ٢ -=    أ  

    ٢٤= حـ ،   ٦=  ب B  ١٢- = ١٢ + ٢٤-=  ب ٢ -  ، ٢٤ -=  ب ٢ – ١٢ -  ، 

  ١ -    ٢   مثال
-٥     ٣ 

 - ٦    ٣   ٢  
  ٤    ٧ -  ٥ 

٣-    ١      
-٢    ٥ 
٤     ٣      

 ١ -    ٢  
-٥     ٣ 

 ١ -    ٢  
-٥     ٣ 

 ٧ -    ٧  
-٢٨  ٢١ 

 - ٦      ٣      ٢  
  ٤      ٧ -     ٥ 

٣-     ١      
-٢     ٥ 
٤      ٣      

 ٣٦    ١  
١٣-  ٥٢ 

 ٥٢    ١  
١٣-  ٣٦ 

 ٧ -    ٧  
-٢٨  ٢١ 

 ٥٢    ١  
١٣-  ٣٦ 

 ٤٥    ٨  
١٥   ١٥ 

        ٣  
 ١     ١ 

٨  
١٥  

        ١  
 ١     ٣ 

  مثال

  ٢      أ      ١
٤      ٢     ٠  
      ب١    ــ٥

  ٢      ٠     ١ــ
 ٤      ٦     ٧  
 ٥      ٣     ٢ــ

  ٤    ٦   ــ١٩ــ
  ٢٨     حـ    ٦ 
 ٣٦   ١٢  ٢٤ــ

٨  
١٥  

  ١٢ + أ ٤    ٦+  أ ٦       ٥ – أ ٧  
      ٢٨           ٢٤              ٦   

  ب ٥ + ٦ ب   ٣ + ٦- ب   ٢ – ١٢-

  ٤    ٦   ــ١٩ــ
  ٢٨     حـ    ٦ 
 ٣٦   ١٢  ٢٤ــ
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١٨

  

   ٧ااستنتج   ثم ٤ا ، ٣ا،  ٢اأوجد  =                 ا                      إذا كان  

    

   ٧                 = ٧=                                =                 = ٢ا: الحل 

  

  ا ٧                = ٧                               = ٧ = ا × ٢ا= ٣ا        

         ٢ ٧    = ٧    × ٧ = ٢ا × ٢ا= ٤ا        

  ا ٣ ٧= ٧ا:        نتج أن         و من ذلك نست

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

   =                 ا                      إذا كان  

   حیث ن عدد صحیح موجبنا   ثم استنتج ٥ا ، ٤ا ، ٣ا،  ٢ا:          أوجد 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   ٣ھما نسكندریة ، یعرض كل ممعرضان لبیع السیارات فى القاھرة و الا                     
    سیارات ٧أنواع سیارات أ ، ب ، حـ ، معرض القاھرة باع فى شھر مارس                      

      سیارات من ٤ من النوع حـ ، و باع معرض الاسكندریة ٢ من النوع ب ، ٥من النوع أ ،      
   ٣×٢ ذلك فى صورة مصفوفة اكتب   من النوع ب و لم یبع من النوع حـ ٣النوع أ ،      

ارس ، اكتب مجموع مبیعات  أمثال المبیعات فى شھر م٣، وإذا كانت المبیعات فى شھر یولیو 
 ٣٠٠= المعرض فى الشھرین فى شكل مصفوفة ، وإذا كان ربح المعرض من بیع السیارة أ 

  مصفوفات الأوجد مجموع أرباح كل معرض باستخدام .  جنیة ٥٠٠یساوى  السیارة بجنیة ، و
  

  : الحل 
  =  مصفوفة مبیعات شھر مارس ھى س         

    
  

  = س ٣=        مصفوفة مبیعات شھر یولیو ھى ص 

  مثال
٢      ١  
١-     ٣ 

٢      ١  
١-     ٣ 

٢      ١  
١-     ٣ 

٠      ٧  
٧      ٠ 

٠      ١  
١      ٠ 

٠      ١  
١      ٠ 

٢      ١  
١-     ٣ 

٢      ١  
١-     ٣ 

   أ١ = ١أ
   ٧ = ٢أ
   أ٧ = ٣أ
  ٢ ٧ = ٤أ
  أ٢ ٧ = ٥أ
  ٣ ٧ = ٦أ
  أ٣ ٧ = ٧أ

  ١-      ٢ مثال
٢-      ٣ 

  مثال

 ٢      ٥      ٧  
 ٠      ٣      ٤ 

 ٦      ١٥    ٢١  
 ٠       ٩     ١٢ 
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 ٠١١٥٤٨٠٢٨١١   -    ٠١٠٠٦٥٢٢١٣٨/ خالد المنفلوطى       ت/ اعداد الاستاذ 

١٩

  
  = ص + س =         مصفوفة مجموع مبیعات ھى ع 

  
  

  =         مصفوفة الأرباح ھى ل 
    

  
       = =                                 ل × ع =        مجموع الأرباح 

  
  

   جنیة ٢٤٨٠٠=  أى أن  مجموع أرباح معرض القاھرة 
   جنیة ١٠٨٠٠=           مجموع أرباح معرض الاسكندریة 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    

  
  
  :أكمـــــــــل ] ١[

    ل فإن حاصل ضرب × ن ، ب مصفوفة على النظم ك ×  مصفوفة على النظم م ا  إذا كان -١  

  ٠٠٠٠ و یكون الناتج على النظم ٠٠٠٠٠ ب یكون معرفا إذا كان ا        

  مصفوفة  فإن ب ١ × ٢النظم  ب مصفوفة على ا ، ٣×٢ مصفوفة على النظم ا  إذا كان -٢  

   ٠٠٠٠على النظم        

   ا مصفوفة مربعة ،    ھى مصفوفة الوحدة على نفس النظم للمصفوفة اإذا كان   -٣  

  ٠٠٠ = مد)مدا(  ، ٠٠٠ = مد ،   ٠٠٠=  ×    ا:  فإن       

   حیث ن عدد صحیح موجب ٠٠٠ = ن ،   ٠٠٠ = ٣  ،  ٠٠٠ = ٢          ،  
  

  ٠٠٠٠ = مد )اب ( فإن =                     ، ب  =       اإذا كان   -٤  

  
  

 ٨      ٢٠    ٢٨  
 ٠      ١٢    ١٦ 

٣٠٠   
٥٠٠  
٨٠٠                                  

 ٨      ٢٠    ٢٨  
 ٠      ١٢    ١٦ 

٢٤٨٠٠   
١٠٨٠٠  

                                  

 تدریبات على ضرب المصفوفات

 ٣      
-٢  
٣     

 ٥     ٢   

٣٠٠   
٥٠٠  
٨٠٠                                  
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 ٠١١٥٤٨٠٢٨١١   -    ٠١٠٠٦٥٢٢١٣٨/ خالد المنفلوطى       ت/ اعداد الاستاذ 

٢٠

  
  ٠٠٠= فإن س ــ ص    =                إذا كان                                          -٥  
  
  

  ٠٠٠ = مدا مدفأن ب=                 ب ا ، ب مصفوفتین حیث اإذا كان   -٦  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  =               ، ب  =                 اإذا كان ] ٢[

   مد بمدا  ، ٢) ب ا(  ، مد با ب  ، مدا  ، ٢ ، ب٢ا ، ا ب ، ب ا    أوجد كلا من 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

   ١٣=  ب ا: أثبت أن =                   ، ب  =              اأذا كان ] ٣[

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  م =  ــ م ن ٢م:  أثبت أن        =                  ، ن =                         إذا كان م ] ٤[
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

      = ٥ ــ ا ــ ٢ا: أثبت أن  =                اإذا كان ] ٥[

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

     ]ن ك  [            ن ا   و استنتج قیمة ٣ا ، ٢اأوجد  =                        اإذا كان  ] ٦[

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
   ٥= إذا كان                             ــ                ] ٧[
  

  ]٥ ، ــ ٠ ، ١ ، ٣        [                  أوجد قیمة س ، ص ، ع ، ل                          
  

         س٢      ٣ 
 ١       ٥      ٤ 

١-      ٢      
٠       ١ 

  ٢ص     
٤      ٤ 

١-    ١٤  
٢-    ١٩ 

١-    ٣  
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-٠    ٣  
٦     ٧ 
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-٠     ١-    ١  
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١     ٢  
١-    ٣ 

  ٠      ٠ك      
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      س٢
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١    ٥ 

     ع١١
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١     ٢  
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٢١

  

  = ، ج =                    ، ب  =             اإذا كان ] ٨[

  

                 ]= س )       [ مد ب ــ جا(  ــ ٢ا = مد س٣     أوجد المصفوفة س حیث  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  .  بنطلونات ٤ بنطلونات واشترى أحمد بدلة واحدة ،٣ ، قمصان٤، اشترى محمد بدلتین] ٩[

      جنیة ، ثمن ١٥٠ فإذا كان ثمن البدلة ٣×٢ المشتریات فى مصفوفة من النظم اكتب     
  ھما  أوجد المصفوفة التى تبین ما دفعھ كلا من جنیة ٣٠ جنیة ، ثمن البنطلون ٢٥القمیص      
  .ًثمنا لمشتریاتھ      

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  ]=        س =              [ س × أوجد المصفوفة س إذا كان            ] ١٠[
 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
]١١[   
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]١٢ [  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

٢     ٣  
-٥    ١ 
٢ 

١-    ١  
٣     ٢ 

٢     ٣  
-٢    ١ 

٥-    ١  
٣     ٤ 

١-  ١      
٠   ٢ 
٥   ٣  
٤      

-١                    
 ٤  

٢١ 

٢                
٣ 



    الصف الاول الثانوى ترم أولالجبــــــــــــر                                                             
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 ٠١١٥٤٨٠٢٨١١   -    ٠١٠٠٦٥٢٢١٣٨/ خالد المنفلوطى       ت/ اعداد الاستاذ 

٢٢

  
  
  
 

  ا                فإن محدد المصفوفة = ا   حیث ٢ × ٢ مصفوفة مربعة على النطم ا إذا كانت 
  

  :و یسمى بمحدد الرتبة الثانیة وھو العدد المعرف كالاتى  | ا | یرمز لھ بالرمز 
  
  
   ١١ - = ٥ × ٧ – ٣ × ٨=        مثلا                أ ء  ــ  جـ ب =                    =  | ا  |      
  
  
 

  :و نلاحظ أن
   قیمة محدد الرتبة الثانیة یساوى حاصل ضرب عنصرى القطر الرئیسي مطروحا منھ حاصل 

  .ضرب عنصرى القطر الآخر  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  
  
  

  : الحل 
   ١٣ = ١٥ – ٢٨ = ٥ × ٣ ــ ٧ × ٤)              = أ          (

  
  

    ٣٥ - = ٣٥ – ٠ = ٥ × ٧ – ٥ × ٠)             = ب   (      
  
  

  ١ = ٠ – ١ = ٠ × ٠ – ١ × ١)              = جـ   (     
  
  

   ٧ = ٠ – ٧ = ٠ × ٢ – ٧ × ١)             = د         ( 
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  تتعین  و ه  ا اشارة المحدد الأصغر للعنصر 
  ھى نفس إشارة |   و ه ا| إشارة : بالقاعدة 

  ھـ +  و   )١ -( 

 

  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
  
    
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  أوجد قیمة المحدد :    مثال
  

  :الحل

   ٢+   )            ١- (-                ٣= المحدد 
  

           =٨ + ٥ ( ٢ ) +٤ – ١٠ ( ١ ) + ١- ٤- ( ٣ (   

           =١٧ = ٢٦ + ٦ + ١٥-  = ١٣ × ٢ +٦ × ١ +٥- × ٣   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  

  =  ا  حیث ٣ × ٣ ھى مصفوفة على النظم ا   إذا كانت المصفوفة  

 ٢      ١-    ٣  
 ١      ٢-    ٥  
 ٢      ١     ٤ 

  :تنبیة للحل 
  یمكنك فك المحدد باستخدام أى
صف أو عمود فیھ أكبر عدد 
من الأصفار لتسھیل حصولك 

على قیمة المحدد بعد أخذ 
 .الاشارة المناشبة 

  ٣١               ا ٢١ا             ١١ا

  ٣٢ ا                       ٢٢ ا                  ١٢ا

 ٣٣                ا٢٣           ا    ١٣ا



    الصف الاول الثانوى ترم أولالجبــــــــــــر                                                             
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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٢٤

  |١١ا|   یرمز لھ بالرمز ١١ا فإن المحدد الأصغر المناظر  للعنصر 
  

                        و لاحظ إننا حصلنا على ھذا المحدد بحذف الصف و العمود المتقاطعین   و ھو
  

  ١١ا                                على العنصر  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  أوجد قیمة المحدد : مثال

  
  :الحل

  الفك عن طریق الصف الثالث 

  
  )٣-( +                 ٥= المحدد 

  

          =١٤ × ٣ – ٥- × ٥ ) = ١٢ + ٢ ( ٣ –) ١ +٦- ( ٥   

          = -٦٧ - = ٤٢ – ٢٥  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
   قیمة المحدد                        باستخدام عناصر العمود الثانى أوجد: مثال 

  
  :الحل

  
  
  
  
  
  
  
  
  

١-     ٣  

٢-     ١ 

٣      ٢  

-١     ٤ 

  ١-     ٣    ٢      
  -٢-     ١    ٤  

  ٣-     ٠    ٥   

                ٣٢             ا٢٢ا
             ٣٣            ا ٢٣ا

  ٣      ٢    ١      
  ٥      ٠    ٤  
  ١ -   ٢ -   ٧   
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   أوجد قیمة المحدد  :  مثال

  : الحل

   ١=  س ٢ ظا– س ٢قا=  س ٢ظا × ١ –س  قا× س  قا= المحدد 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

  

  
  
  
  
  
  
  

  ٣٣  ا×   ٢٢ا × ١١ا                                = 
  
  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  ما قیمة المحدد    :مثال 
  

  :الحل
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  

   س٢س     ظا قا

            قا س١

  :تذكر أن 

  ١=  س ٢حتا+  س ٢حا
   س ٢قا=  س ٢ظا + ١
   س ٢قتا=  س ٢ظتا + ١

 

  ٣١               ا ٢١  ا           ١١ا

  ٣٢ ا                       ٢٢ ا                  ١٢ا

 ٣٣                ا٢٣           ا    ١٣ا

  

  ٣      ٢    ١      
  ٥     ٣ -   ٠  
  ٦      ٠    ٠   
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  : یمكنك  استخدام المحددات لایجاد مساحة سطح المثلث بمعلومیة إحداثیات رؤوس كالاتى 
  

  | مـ | ھى ) ھـ ، و ( ، ع )  ءجـ ، ( ، ص )  أ ، ب ( مساحة سطح امثلث الذى رؤوسھ  س 
  

  تعنى قیمة مـ  الموجبة | مـ | حیث =                                     مـ  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  : مثال 

  
  : الحل

  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  الذى فیھ ا ب ج  أوجد مستخدما المحددات مساحة المثلث : مثال 

   )٢ ، ٣ -( ، جـ  ) ٥ ، ٣( ، ب  ) ٢ ، ٠ ( ا          
  

  : الحل
  
  
  
  
  
  
  

      ١       ب      أ
  ١      ء    جـ  
   ١       و   ھـ  

١  
٢ 
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   :قیمة المحدد لا تتغیر إذا) ١  (

   ـ   جعلنا الصفوف أعمدة و الأعمدة صفوف       

  ـ   تم فكھ عن طریق أي صف أو أي عمود         

   مضروب في عمودر أي صف أو عمود عناصر صف أخر أوأضفنا لعناص  ـ         
  عدد مثل ك             

  
  كان عناصر أي صف أو أي عمود كلھا أصفار إذا *   :صفر= قیمة المحدد  ) ٢(

)                                             أو عمودین ( تساوي عناصر صفین إذا                                     * 

  )   قیمة المحدد الأصلي ( ×١ــ= یمة المحدد الناتج إن قعمودین ف إذا بدلنا صفین أو)٣(

   إذا وجد في أي صف أو عمود عامل مشترك نأخذه خارج المحدد )٤(

  ویمكن ) أو عمودین ( كمجموع صفین ) د أو عمو(  یمكن كتابة عناصر أي صف ) ٥(
    المحدد كمجموع محددتین        كتابة

 ساوى حاصل ضرب عناصر القطر الرئیسى قیمة المحدد على الصورة المثلثیة ت) ٦(
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  

  :حل أنظمة المعادلات الخطیة فى مجھولین ) ١
  :ة فى مجھولین كالاتى     إذا كان لدینا نظام من المعادلات الخطی

  ن    = ء ص +      ج  س ،م      = ب ص + ا  س     
  
  )  تقرأ دلتا Δ )                                         =  Δ=  نوجد محدد المعاملات  -١
  

ً  فإن للنظام حلا   وحیدا   صفر{  Δإذا كانت قیمة    : یلاحظ أن    ً  
    صفر  فإن للنظام عدد لانھائى من الحلول أو لیس لھ حل=  Δت قیمة  ، إذا كان                 

 خواص المحددات

                با             
                         ء ج
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  بالثوابت) معاملات س( نبدل العمود الاول  =                   سΔ=  نوجد محدد المجھول س -٢
  
  
  بالثوابت) معاملات ص( نبدل العمود الثانى =                  صΔ=  نوجد محدد المجھول ص -٣
  
  صفر   فإن حل النظام ھو {  Δ: أن   بفرض-٤
  

  =           =                     ،           ص =           =                        س 
  
  }) س ، ص ( { =  ح .      م -٥

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  حل نظام المعادلتین الآتیتین بطریقة كرامر : مثال 

   ١=  ص ٣ – س ٢     ،   ٠=  ص ٢+          س 
  : الحل 

         Δ =                  =   لھ حل وحید    ( ٠ {  ٧ -  = ٤ – ٣ - = ٢ × ٢ – ٣ - × ١(  
  
  

    ٢ - =  ٢  - ٠ = ٢ × ١ – ٣ -  × ٠ =                  =  سΔ =          س 
         

  
   ١ = ٠ – ١ = ٠ × ٢ – ١ × ١ =                 =   صΔ=           ص 

  
     B ص =           =           =             س  ، =         =            =  

  
  

    B ح .   م  = }       )     ، (    {  
  

                 )Υ    ( ٠ =  ×           ٢+  المعادلة الاولى           : التحقیق 
  

                   )Υ   ( ١=   ×        ٣ -  ×        ٢               المعادلة الثانیة   
  
  

                ب    م      
                     ء ن

                ما             
                    ن ج

Δ س  

 Δ 

   ن ب- م ء   

   ج  ب- ا ء   

Δ ص  

 Δ 

   ج  م- ا ن   

   ج  ب- ا ء   

١               
٣ -       ٢           
 ء

٢             ٠  
٣ -       ١           
 ء

٠             ١     
 ١            ٢           

  س Δ ء

 Δ 

 - ٢  

 - ٧ 

٢  

٧ 

Δ ص  

 Δ 

  ١  

 - ٧ 

 - ١  

 ٧   

٢  

٧ 

 - ١  

 ٢   ٧  

٧ 

 - ١  

 ٢   ٧  

٧ 

 - ١  

 ٧   
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  : حل أنظمة المعادلات الخطیة فى ثلاث مجاھیل * 
  : دلات الخطیة فى ثلاث مجاھیل كالاتى إذ كان لدینا نظام من المعا

  ك=  ع  ٣ج+  ص ٣ب+  س ٣ا، ن = ع  ٢ج+  ص ٢ب+  س ٢ ا، م     =  ع  ١ج+  ص ١ب+  س ١ ا
  

  = ، ع =               ، ص =              س :  نوجد 
  
B س ، ص ، ع ( { = ح  .   م ( {  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  : حل نظام المعادلات الخطیة التالیة باستخدام طریقة كرامر : مثال 

   ١٠= ع +  ص – س ٣    ، ٧= ع + ص ٢+    ، س ٢=  ع –ص +          س 
  : الحل 

  
       Δ     =   =                  ٦ – ١ -(  × ١ــ  ) ٣ – ١(  × ١ــ  ) ١ + ٢ ( ١(   

  
 =                                     ١٢ = ٧  + ٢ + ٣                                          

  

    Δ ٢٠ – ٧ -(  × ١ــ  ) ١٠ – ٧(  × ١ــ  ) ١ + ٢ ( ٢ =                       = س (   
  

      =                                 ٣٦ = ٢٧ + ٣ + ٦   
  
  

     Δ ٢١ – ١٠ ( ١ــ  ) ٣ – ١(  × ٢ــ  ) ١٠ – ٧(  × ١ =                       = ص (   
  

                                        =- ١٢ = ١١ + ٤ + ٣   

  
    Δ ٦ – ١ - ( ٢ ) + ٢١ – ١٠ ( ١ ــ ) ٧ + ٢٠(  × ١                       =  = ع(   

  
  =                                       ٢٤ = ١٤ – ١١ + ٢٧   

  
  B ٢=          =          =  ، ع ١=           =         =    ، ص ٣=           =        =   س  
  
 B ٢ ، ١ ، ٣( { = ح .   م (  {  

Δ س  

 Δ 

Δ ص  

 Δ 

Δ ع  

 Δ 

  ١ -    ١     ١      
  ١      ٢      ١  
  ١     ١ -   ٣   

  ١ -    ١     ٢      
  ١      ٢      ٧  
  ١    ١ -  ١٠   

  ١ -    ٢     ١      
  ١      ٧       ١  
  ١     ١٠   ٣   

  ٢      ١    ١      
  ٧      ٢      ١  
  ١٠    ١ -   ٣   

Δ س  

 Δ 

Δ ص  

 Δ 

Δ ع  

 Δ 

٣٦  

١٢ 

١٢  

١٢ 

٢٤  

١٢ 
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 تمارین على المحددات
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٣١

  
  
  

    :٢ × ٢المعكوس الضربى للمصفوفة * 
  

  ) موجودا (  یكون معرفا ا  فإن المعكوس الضربى للمصفوفة =                  ا       إذا كانت  
  

    ١ -  ا لھ بالرمز       و نرمز٠  {  Δ  =ا      عندما یكون محدد 
  

  : فإن٠ { Δ= | ا | و أن ا  لمصفوفة ھى المعكوس الضربى ل  ١ -  ا     و بفرض أن المصفوفة 
   

  ]بدل عنصرى الرئیسى و غیر إشارة الاخر                                      [  =                ١ – ا     
  
  

  ٠ { ١٧ - = ١٥ – ٢ -  =                 = Δ= | ا | فإن  =                                             ا  إذا كانت  :   مثلا 
  

                                     =  =                ١ – ا          و یكون  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   معكوسا ضربیا ثم أوجده ا فأثبت أن للمصفوفة =                                      ا   إذا كان : مثال 
  : الحل 

   ٠ {  ٨ = ٠ – ٨ = ٠ × ٣ – ٤ × ٢     =    =            Δ= | ا          | 
  

         B معكوسا ضربیا ھو ا    للمصفوفة:  
  

  ا               ب
 ج              ء

١ 

Δ 
     ب-   ء         

   ج             ا- 

٥     ٢  
١ -   ٣ 

٥             ٢  
١ -       ٣           
 ١ ء

Δ 

- ٥ -  ١  
- ٢    ٣ 

 ١   

-١٧ 
- ٥ -  ١  
- ٢    ٣ 

  :یتعین كالاتى  ١ – امعكوسا ضربیا ا    فإن للمصفوفة ٠  {  Δإذا كان   :تذكر أن 
  اتبادل وضعى العنصرین الواقعین على القطر الرئیسي للمصفوفة  - ١
 انغیر كلا من إشارتى العنصرین الواقعین على القطر الآخر للمصفوفة  - ٢
 بالعدد         فنحصل على) ٢ (،) ١(نضرب المصفوفة الناتجة بعد إجراء  - ٣

     ١ – ا
  

 ١    

 Δ 

٠    ٢  
٤    ٣ 

٠             ٢  
٤             ٣           
  ١ ٠              ء

٢ 
- ٣  
 ٨ 

١  
٤ 
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٣٢

  
                  =                       =  =                        ١ – ا          
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  أوجد قیم س التى تجعل للمصفوفة                 معكوسا ضربیا : مثال 

  
  المصفوفة لیس لھا معكوسا ضربیا عندما نحدد المصفوفة یساوى صفرا : الحل 

  
   ٦ ±=  س B ٣٦= ٢ سB   ٠ = ٣٦ – ٢   سB      صفر=          أى عندما                    

  
         B تجعلان المصفوفة المعطاة لیس لھا معكوس ضربى٦ - ، ٦ ھما ا   توجد قیمتان لـ    

  
        B ا   عندماg  یكون للمصفوفة المعطاة معكوسا ضربیا  } ٦ - ، ٦ { -  ح  

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
سسفأثبت أن    =                    سسإذا كانت : مثال 

  سس=  ١ ــ 
  : الحل 

  
         Δ                 =    =   - ٠ { ١      

  
  

         B  سس
  سس            =        =                 =        ١ ــ 

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
   =                       ١ ــ فأثبت أن  ب =                        إذا كانت  ب  :مثال 

  
  ٠ {        علما بأن س ص 

  : الحل 
                Δ  =                        =     ٠ {س ص      

  

١ 
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- ٢   ٣ 
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٨ 

 ٠    ٤  
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  ٩             س
       س            ٤
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  ا      ١
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  ا              ١
١ -           ٠           
 ء

 ١  
- ١ 

   ا -   ١ -
١       ٠ 

  ا      ١
١ -    ٠ 

  س ص  -س  
        ص٠

              ١  
  
  ٠ 

 ١  
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           B ١ ــ   ب  =                                     =   
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  :  إذا كان لدینا نظام من معادلتین خطیتین كالآتى 
 : فإنھ یمكن كتابتھما كالتالى      ٢ك=  ص  ٢ب+  س ٢ ا،     ١ك=  ص ١ب+  س ١ا  
  

                                    =     
  

  : بفرض أن 
  = مصفوفة المجاھیل ، ج   =           سسمصفوفة المعاملات ، =                ا            

  
  :          مصفوفة الثوابت و علیھ یمكن كتابتھا على صورة معادلة مصفوفیة كالتالى 

          

   لـ امعكوس ضربى ١- احیث  ج       ١ – ا  =  سسج    و منھا     = سسا               
ــــ ـــ ـ ـــ ـــ ــ ـــ ــ   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  : صفوفات حل نظام المعادلتین الآنیتین التالیتین باستخدام الم: مثال 
    ٣= ص +  س ٢  ،   ٥=  ص ٢+  س ٣          

  : الحل 
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  حل نظام المعادلتین الآنیتین التالیتین باستخدام المصفوفات: مثال 
   ص ٥ – ٨=  س ٢     ، ٠ = ٥ – ص ٣+           س 

  : الحل
  بل استخدام المصفوفاتقأولا   ك  =  ب ص + ا س :        نضع المعادلتین فى الصورة العامة 

   ٨=  ص ٥+  س ٢      ، ٥=  ص ٣+ س : فتصبح        
  

  = ، ج   =                  سس،  =                  ا        
  
  

  معكوسا ضربیا ا   فیكون لللمصفوفة ٠ { ١ - = ٦ – ٥ =                 = Δ= ا   محدد 
  

                        =  =         ١ - ا حیث ج     ١ - ا  = سسو یكون الحل ھو  
  

B  ج    ١ – ا  =  سسB     =                       =                B ٢=  ، ص ١ -=  س   
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   جنیھا ، واشترت صدیقتھا١٤٠ كجم من الزبد بمبلغ ٢ كجم من الدقیق ، ٨اشترت أمل : مثال 

  . جنیھا ١٧٠ كجم من الزبد بمبلغ ٣ كجم من الدقیق ، ٤         ریم 
  .         استخدم المصفوفات فى إیجاد سعر الكیلو جرام الواحد من كلا النوعین 

  : حل ال
  : ص جنیھا  فیكون = س جنیھا  ، ثمن الزبد =          نفرض ثمن الدقیق 

   ١٧٠=  ص ٣+  س ٤ ، ١٤٠=  ص ٢+  س ٨         
  ج      = سسا  :          نكون المعادلة المصفوفیة على الصورة  

  
  = ، ج   =                  سس،  =                  ا                   

  
  

      ٠  { ١٦   = ٨   – ٢٤  =                                         = Δ= ا          محدد 
  

      B ١ –ا  لھا معكوس ضربى ا    المصفوفة       
  

        B   ١ –ا     =                        =  
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      B  ج        ١ –ا   = سسB              =            =                         
  
    

      B ٥٠=     ، ص ٥=  س         
  

    B جنیھا ٥٠=  جنیھات    ، ثمن الزبد ٥=  ثمن الدقیق   
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  لمصفوفةتمارین على المعكوس الضربى
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:فإن ) اعداد حقیقیة(  ح   جـ  ، ب ، ا    بفرض أن : فى ح  <  ، > خواص علاقة        

    ب   فإن≤ا      إذا كان            ب   فإن ≥ا       إذا كان           

  جـ   ، جـ موجبة أوسالبة+   ب ≥ج    +  ا    

   موجب٠> جـ   ، جـ ×   ب ≥جـ  × ا     

   سالب٠< جـ   ، جـ ×   ب   ≤جـ  × ا    

  جـ   ، جـ موجبة أوسالبة+ ب   ≤ج    +  ا    

   موجب٠> جـ   ، جـ × ب   ≤جـ  × ا     

   سالب٠< جـ   ، جـ ×   ب ≥جـ  × ا    

  
  .عدد سالب یتغیر إتجاه علامة التباین ) ضرب فى أو القسمة على ( أى أن عند :  ملاحظة 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   ح بیانیا  حیث س ١ ≥ ٣+  س ٢أوجد مجموعة الحل للمتباینة : مثال 

         ≥    ،  س ٣ - ≥ س ٢    ،   ٣ – ١ ≥ س ٢: الحل 
  

          س : س { = ح .  م الصفة الممیزة  }       ≥ ح ، س      

  
على صورة فترة [   ∞،                      = [       


  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   ح  حیث س ٥+  س ٢ ≤ ١+  س ٣وعة حل المتباینة مثل بیانیا مجم:مثال 

    ٤  ≤    ، س ١ ــ ٥ ≤ س ٢ س ــ ٣: الحل 
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- ∞ ∞ 
-١ 

 على البرمجة الخطیة) ١(تمارین 
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 ٠١١٥٤٨٠٢٨١١   -    ٠١٠٠٦٥٢٢١٣٨/ خالد المنفلوطى       ت/ اعداد الاستاذ 

٤٥

  :       نرسم المستقیمات الحدیة 
  محور الصادات ٠= س  : ١نرسم المستقیم الحدى ل) ١

  ٠ X مجموعة حل المتباینة س١سسو نحدد ) خط متصل     ( 
   محور السینات ٠ =ص  : ٢نرسم المستقیم الحدى ل) ٢

   ٠  X مجموعة حل المتباینة ص ٢سسو نحدد ) خط متصل     ( 
  ) خط متقطع  ( ٣= ص + س  : ٣ل) ٣

   )٠ ، ٣( ،  ) ٣ ، ٠(     و یمر بالنقطتین 
   ٣< ص +  مجموعة حل المتباینة س ٣سس   و نحدد 

  )خط متقطع  ( ٤= ص +  س ٢ : ٤ل) ٤
   ) ٠ ، ٢( ،  ) ٤ ، ٠(   و یمر بالنقطتین 

   ٤< ص +  س ٢ مجموعة حل المتباینة ٤سس    و نحدد 
   وتمثلھا المنطقةسسمجموعة حل المتباینات معا ھى ) ٥

  ٤ بلا سس٣ بلا سس٢بلا سس١سس = سس     المظللة كما بالشكل 

 س

٣ ١- ١ ٢

١ 

٢ 

٣

 ص

٤ 

٤ 

٥

 ٤ل

ل

  

  :فى متغیرین بیانیا ) من الدرجة الاولى( حل أكثر من متباینتین معا * 

  َفى ھذه الحالة تكون المنطقة المشتركة تمثل بمنطقة مضلعة و ھى تحقق جمیع المتباینات معا

  :َایجاد رؤوس منطقة الحل المضلعة * 

اط تقاطع المستقیمات المحددة لھذه المنطقة و ذلك من الرسم أو بحل كل نعین احداثیات نق

  .معا جبریا حسب الرؤوس المطلوبة ) مستقیمین متقاطعین ( معادلتین 

  :تعیین أكبر أو أصغر قیمة لدالة الھدف * 

  )أى نحدد منطقة الحل المشتركة ( نعین مجموعة حل المتباینات المعطاة فى المسألة بیانیا ) ١

  .نعین نقط رؤوس منطقة الحل و ذلك من الرسم أو بحل المعادلات جبریا ) ٢

  م ص + ل س  = رنعوض بكل نقطة من رؤوس منطقة الحل فى دالة الھدف  ) ٣

  )أكبر ما یمكن أو أصغر ما یمكن ( ثم نختار النقطة التى تعطى الحل الأمثل لدالة الھدف ) ٤

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  : أوجد مجموعة حل المتباینات الآتیة بیانیا : مثال 

  ح ×   فى ح ٤< ص +  س ٢ ، ٣< ص +   ، س ٠ X ، ص ٠ X       س 
  : الحل
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٤٦

  :       نرسم المستقیمات الحدیة 
  ) خط متقطع ( محور الصادات ٠= س  : ١ل)  ١

  ٠>  مجموعة حل المتباینة س ١سس    و نحدد 
  محور السینات) // خط متصل  ( ٢=  ص  :٢ل)  ٢

   ٢  Y مجموعة حل المتباینة ص ٢سس    و نحدد 
  ) خط متقطع  ( ٣= ص ٢+ س  : ٣ل) ٣

   )٠ ، ٣( ،   ) ١.٥ ، ٠(     و یمر بالنقطتین 
  ٣ Xص ٢+  مجموعة حل المتباینة س ٣سس   و نحدد 

   وتمثلھا المنطقةسسمجموعة حل المتباینات معا ھى ) ٤
   ٣ بلا سس٢بلا سس١سس = سسالمظللة كما بالشكل      

 

   ٣ X ص ٢+  ، س ٢ Y ، ص ٠> أوجد مجموعة حل المتباینات الآتیة بیانیا س: مثال
  : الحل 
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  : ح مجموعة حل المتباینات الآتیة × أوجد بیانیا فى ح : مثال

     ٢ ≤  ، ص ٢>   ، س ٠ ≥   ، ص ٠ ≥           س 
  :الحل 

  
  

    
  
  
  
    

    
    

  
      

  
  
  
  

 س

٣ ١- ١ ٢

١ 

٢ 

٣

 ص

٤ 
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٥

 ٢ل

 ٣ل

 ١ل

  :       نرسم المستقیمات الحدیة 
  ) خط متصل ( محور الصادات ٠= س  : ١ل)  ١

  ٠ ≥ مجموعة حل المتباینة س ١سس    و نحدد 
  ) خط متصل (  محور السینات  ٠= ص  : ٢ل)  ٢

   ٠ ≥ مجموعة حل المتباینة ص ٢سس      نحدد 
  ) خط متقطع  ( ٢= س  : ٣ل) ٣

  )    ٢،٠(محور الصادات و یمر بالنقطة //     وھو مستقیم 
  ٢>  مجموعة حل المتباینة س ٣سس    ونحدد 

  ) خط متصل  ( ٢= ص  : ٤ل) ٤
  ) ٢ ، ٠(محور السینات و یمر بالنقطة // وھو مستقیم 

  ٢ ≤ مجموعة حل المتباینة ص ٤سس    ونحدد 
   وتمثلھا المنطقةسسا ھى مجموعة حل المتباینات مع) ٥

  ٤سس بلا ٣ بلا سس٢بلا سس١سس = سس     المظللة كما بالشكل 
 

-١ 
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 س
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٤٧

  ص +  س ٣ = رباستخدام البرمجة أوجد قیمتى س ، ص التى تجعل قیمة الدالة  :مثال
  ٦ ≤ص +  س ٢ ، ٠ ≥ ، ص ١ ≥س : عظمى ثم قیمة صغرى تحت القیود         قیمة 

  :الحل 
  

  
  
  
  
  
  

    
  
  
  

    
    

  
  
  
  

    
  
  
  
  
  
  

    
  

    
  
  
  

  :       نرسم المستقیمات الحدیة 
  محور الصادات ) // خط متصل  ( ١= س  : ١ل)  ١

   مجموعة حل ١سسو نحدد  ) ٠ ، ١(      ویمر بالنقطة 
   ١ ≥     المتباینة س 

  ) خط متصل ( لسینات   محور ا٠= ص  : ٢ل)  ٢
   ٠ ≥ مجموعة حل المتباینة ص ٢سس      نحدد 

  و تمر بالنقطتین) خط متصل  ( ٦= ص + س ٢ :٣ل) ٣
 )     ٠ ، ٣( ،  ) ٦ ، ٠ (   

  ٦ ≤ص + س٢ مجموعة حل المتباینة ٣سس    ونحدد 

٤ ( وتمثلھا  سس مجموعة حل المتباینات معا ھى   

  كما بالشكل      المنطقة المثلثة المظللة 
   ٣ بلا سس٢بلا سس١سس = سس      حیث 

  رؤوس منطقة فضاء الحل ھى ) ٥

   )٠ ، ٣ ( ج ) ٤ ، ١( ، ب  ) ٠ ، ١ ( ا     

  الارتفاع × طول القاعدة   =     مساحة منطقة الحل ) ٦
  

   وحدة مربعة٤ = ٤ × ٢×                          =      

٧ ( لتعویض عن ص با+  س ٣ = ر:  دالة الھدف  

           كل نقطة من رؤوس منطقة الحل 

   | ٣ = ٠+ ١ ×٣=   ا  | ر    

    ٧ = ٤+ ١ ×٣=   ب | ر       |

    ٩ = ٠ + ٣ ×٣=   ج  | ر|       

       ٠ ، ٣(  عند النقطة جـ ٩=  القیمة العظمى(   

  )٠ ، ١( ا  عند النقطة ٣=         ، القیمة الصغرى 
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٢ 

٣
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٤٨

  :أوجد مجموعة حل المتباینات الآتیة بیانیا : مثال 
  ح ×   فى ح ٦ Xص +  س ٢ ، ٤ Xص +  ، س ١>  ، ص ١>          س 

  : الحل
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    
  
  
  

  :       نرسم المستقیمات الحدیة 
   ) ٠ ، ١( محور الصادات ویمر بالنقطة ) // خط متقطع  ( ١= س  : ١ل)  ١

   ١> مجموعة حل المتباینة س ١سس     و نحدد 
   )  ١ ، ٠( محور السینات و یمر بالنقطة ) // خط متقطع  ( ١= ص  : ٢ل)  ٢

  ١  > مجموعة حل المتباینة ص ٢سس      نحدد 
   ) ٠ ، ٤( ،  ) ٤ ، ٠( و تمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ٤= ص + س  : ٣ل) ٣

   ٤ Xص +  مجموعة حل المتباینة   س٣سس     ونحدد 
   ) ٠ ، ٣( ،  ) ٦ ، ٠( و تمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ٦= ص + س ٢ : ٣ل) ٤

   ٦ Xص + س٢ مجموعة حل المتباینة   ٤سس     ونحدد 

٥ ( وتمثلھا المنطقة المظللة كما بالشكل سس مجموعة حل المتباینات معا ھى   

  ٤ بلا سس٣ بلا سس٢بلا سس١سس = سس      حیث 
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 ٠١١٥٤٨٠٢٨١١   -    ٠١٠٠٦٥٢٢١٣٨/ خالد المنفلوطى       ت/ اعداد الاستاذ 

٤٩

  ح مجموعة حل المتباینات الآتیة معا حیث× أوجد بیانیا فى ح  باستخدام البرمجة: مثال 
      ثم أوجد من مجموعة ٩ X ص ٣+   ، س ٨ Xص +  س ٢،  ٠ X ، ص ٠  X  س        
   ص ٢+  س ٣ = رأصغر ما یمكن حیث  ) ر( التى تجعل الدالة ) س ، ص ( قیم          

  : الحل
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   
  
 
 
 
 

  
  
  
  
  
  
  
  

  :       نرسم المستقیمات الحدیة 
  ) خط متصل (  محور الصادات ٠= س  : ١ل)  ١

   ٠ ≥ مجموعة حل المتباینة س ١سس     و نحدد 
  ) خط متصل (  محور السینات  ٠= ص  : ٢ل)  ٢

   ٠ ≥ مجموعة حل المتباینة ص ٢سس      نحدد 
  و تمر بالنقطتین) خط متصل  ( ٨=ص + س ٢ :٣ل) ٣

 )     ٠ ، ٤( ،  ) ٨ ، ٠ (   
  ٨ Xص + س٢ مجموعة حل المتباینة ٣سس    ونحدد 

  یمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ٩=  ص ٤+ س  : ٤ل) ٤
 )     ٠ ، ٩( ،  ) ٣ ، ٠(   

  ٩ X ص ٣+ مجموعة حل المتباینة س  ٤سس  و نحدد 

٥( وتمثلھا  سس مجموعة حل المتباینات معا ھى   

  شكل      المنطقة المظللة كما بال
  ٤ بلا سس٣ بلا سس٢بلا سس١سس = سس      حیث 

   رؤوس منطقة فضاء الحل ھى                   

  من الرسم ) ٠ ، ٩ ( ج ) ٢ ، ٣( ، ب  ) ٨ ، ٠ ( ا     

      أو بحل المعادلات جبریا 

٦ ( ص بالتعویض ٢+ س ٣ = ر:  دالة الھدف   

  كل نقطة من رؤوس منطقة الحل       عن 

   |  ١٦ = ١٦ + ٠=    ا  |ر    

  ١٣ = ٤ + ٩=    ب | ر       |

  ٢٧ = ٠ + ٢٧=   ج  | ر|       

  )٢ ، ٣( ب  عند النقطة ١٣=         ، القیمة الصغرى 

٢ 

٤ 

٦ 

٨ 

١٠ 

 س

 ص
 ٣ل

 ١ل

 ٢ل

 ٤ل
 فضاء الحل

 ب

 ا

 ج

٣ ٩ 
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 ٠١١٥٤٨٠٢٨١١   -    ٠١٠٠٦٥٢٢١٣٨/ خالد المنفلوطى       ت/ اعداد الاستاذ 

٥٠

     تحت القیود ص٤+  س ٦= ل  القیمة الكبرى للدالة جد وباستخدام البرمجة الخطیة أ: مثال 
   ١٤٠ Yص +  س ٢ ، ١٠٠  Yص + ، س  ٠ X ، ص ٠ Xس          

  :الحل 
  
  
  
  
  
  
  

    
  

          
    
    

        
 

  
  

    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :       نرسم المستقیمات الحدیة 
   ٠ ≥ مجموعة حل المتباینة س ١سسو نحدد ) خط متصل (  محور الصادات ٠= س  : ١ل)  ١
   ٠ ≥ مجموعة حل المتباینة ص ٢سسونحدد ) خط متصل (  محور السینات ٠=  ص  :٢ل) ٢
   ) ٠ ، ١٠٠( ، ) ١٠٠ ، ٠( و تمر بالنقطتین ) خط متصل ( ١٠٠= ص + س  :  ٣ل) ٣

   ١٠٠ Yص +  مجموعة حل المتباینة  س٣سس    ونحدد 
   )٠ ، ٧٠( ،  ) ١٤٠ ، ٠( یمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ١٤٠= ص +  س ٢ : ٤ل) ٤

   ١٤٠ Yص +  س ٢مجموعة حل المتباینة  ٤سس  و نحدد 

٥( لھا المنطقة المظللة كما بالشكل  وتمثسس مجموعة حل المتباینات معا ھى  

  و  و تحدھا النقط ا ب ج  و ھى المنطقة المضلعة    ٤ بلا سس٣ بلا سس٢بلا سس١سس = سسحیث 

  من الرسم ) ٠ ، ٠( ، و  ) ٠ ، ٧٠ ( ج ) ٦٠ ، ٤٠( ، ب  ) ١٠٠ ، ٠ ( ا     

٦ ( ص بالتعویض عن كل نقطة من رؤوس منطقة الحل ٤+  س ٦= ل :  دالة الھدف   

   |  ٤٨٠= ٦٠ × ٤ + ٤٠ × ٦=    ب |ل | ،  ٤٢٠  = ٠ × ٤ + ٧٠ × ٦=    ا  |ل  

   ٠  = ٠ × ٤ + ٠ × ٦=    و |ل |    ، ٤٠٠  = ١٠٠ × ٤ + ٠ × ٦=   ج  |ل |     ،  

        B ٦٠ ، ٤٠( ب    و ذلك عند النقطة ٤٨٠=  أكبر قیمة لدالة الھدف(  

 س

 ٤ل

 ا

 ص

٢٠ 

٤٠ 
٦٠ 

٨٠ 

١٠٠ 

١٢٠ 
١٤٠ 

 و

 ب

 ٣ل

  فضاء 
 الحل

 ج ١٠٠ ٨٠ ٦٠ ٤٠ ٢٠
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٥١

  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  :اختر الاجابة الصحیحة من الاجابات المعطاة ] ١[

   تمثل بمنطقة مثلثة ١ Y+        ،         ٠ X  ، ص ٠ Xمجموعة حل المتباینات س ) ١     
  وحدة مربعة .............          الشكل مساحة سطحھا 

       ٢٤) ٤              ٣ ) ٣              ٦) ٢           ١٢)  ١  
  ح × فى ح٥ Y ص ٣تنمتى لجموعة حل المتباینة س ــ ............... النقطة ) ٢     
      ٠ ، ٩) ( ٤ )                ١ ، ٨ ) ( ٣ )         ٣ - ، ٢) ( ٢ )       ٣ ، ١٧) (١(   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   : لتحصل على عبارة صحیحة أكمــــــــــــل ما یأتى] ٢[

  ح × س فى ح٣......... تنتمى لمجموعة حل المتباینة ص  ) ٧ ، ٤( النقطة ) ١     
   ٢.......  ، ص ٥..... س  : تنتمى لمجموعة حل المتباینتین ) ٣ ، ٢( النقطة ) ٢     
  ...................ح ھى × فى ح٣ Yص +  ، س ٣ Xص + مجموعة حل المتباینتین س ) ٣     
  ........ح ھى × فى ح٣< ص +   ، س ٣> ص + س : مجموعة حل المتباینتین ) ٤     

  منطقة حل المتبایناتتقع فى  ) ٧ ، ٠( ، جـ  )  ٣ ، ٢( ، ب  ) ٠ ، ٨( ا إذا كانت النقط ) ٥     

  :  فإن ٨  X ص ٢+  ، س ٧ Xص +  س ٢،     ٠ X ، ص ٠ X         الآتیة معا  س 

  . ص أصغر ما یمكن ٧+  س ٣ = رھى التى تجعل دالة الھدف ..............           النقطة 

  حل المتبایناتتقع فى منطقة  ) ٤ ، ٠( ، جـ  )  ٣ ، ٢( ، ب ) ٠ ، ٣.٥( ا إذا كانت النقط ) ٦   

  :  فإن Y٨ ص ٢+  ، س Y٧ص +  س ٢،     ٠ X ، ص ٠ X         الآتیة معا  س 

  . ما یمكن ص أكبر١٠+  س ٦= ل ھى التى تجعل دالة الھدف ..............           النقطة 
  :           بیانیا حل نظام المتباینات الخطیة التالىأوجد ] ٣[

    ٨ Xص +  س ٢  ، ٥ Xص + ،  س      ٠ X  ،  ص ٠ X      س 

 من الصعب علیك تحدید نقط الحدود من الرسم و خاصة إذا كان: ملاحظة ھامة 
عندما تكون الاحداثیات أعداد كسریة تلجأ الى الطریقة الجبریة فمثلا لایجاد نقطة 

   :٤ ، ل٣ب جبریا نحل المعادلتین للمستقیمیین ل
  )١ (١٠٠= ص +    س 

  )١( و بالتعویض فى ٤٠= س :  نجد ٢ من ١بطرح ) ٢ (١٤٠= ص +  س ٢
B ٦٠=  ص   B ٦٠ ، ٤٠(  ب (  

 على البرمجة الخطیة) ٢(تمارین 

  س
 ٣ 

  ص
 ٢ 



    الصف الاول الثانوى ترم أولالجبــــــــــــر                                                             
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 ٠١١٥٤٨٠٢٨١١   -    ٠١٠٠٦٥٢٢١٣٨/ خالد المنفلوطى       ت/ اعداد الاستاذ 

٥٢

  
  :           بیانیا حل نظام المتباینات الخطیة التالىأوجد  ]٤[

   ١٨  Y ص ٣ + س ٢ ، ١٠ Yص + س ٢،       ٠ X  ،  ص ٠ X      س 
  
  تحت  ص ٧٥+  س ٥٠   = ر    القیمة الكبرى للدالة جد وباستخدام البرمجة الخطیة أ] ٥[

    ١٢  Y ص ٢+ س ٣  ، ٨  Yص ٢+ س ،      ٠ X  ،  ص ٠ X س       القیود 
  
   حیث ص٣+  س ٢   = ر    رى للدالةصغالقیمة ال جد وباستخدام البرمجة الخطیة أ] ٦[

          ٢٤  Y ص ٣ + س ٤،   ١٥  Yص ٣+ س ،      ٠ X  ،  ص ٠ X      س 
  
  :ح مجموعة حل المتباینات الآتیة معا بیانیا ×أوجد فى ح] ٧[

  ح × فى ح ١٢  Y ص ٢+ س ٣  ، ٨  Yص ٢+ س ،      ٠ X  ،  ص ٠ X      س 
  أكبر ما یمكن  )  ر( التى تجعل الدالة ) س ، ص ( عة الحل قیم       ثم أوجد مجمو

   ص ٧٥+  س ٥٠   = ر     حیث 
  
  :عین مجموعة حل المتباینات الآتیة معا بیانیا ] ٨[

  ح × فى ح ١٦  Y ص ٢+ س ٣  ، ٧  Yص ٣+ س ،      ٠ X  ،  ص ٠ X      س 
  أكبر ما یمكن  )  ر( لدالة التى تجعل ا) س ، ص (       ثم أوجد مجموعة الحل قیم 

   ص ٥٠+  س ٣٠   = ر     حیث 
  
  :           بیانیا حل نظام المتباینات الخطیة التالىأوجد ] ٩[

    ٤>  ص ٢+   ، س ٣+ س >    ص ،      ٠ X  ،  ص ٠ X      س 
  
]١٠ [  
  
  
]١١[  
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٥٣

  
  
  

الأمثل لتحقیق البرمجة الخطیة ھى وسیلة قویة لإعطاء أفضل قرار فى حل مشكل أو ھى الحل 
تسمى دالة الھدف و ذلك فى ) م ص + ل س ( ھدف معین یمكن وضعھ على صورة دالة خطیة 

  .ضوء القیود و الامكانیات المتاحة 
  :خطوات حل المسائل اللفظیة فى البرمجة الخطیة 

  :نتبع الآتى 
  .اخراج المعلومات من السؤال و ترتیبھا فى صورة جدول -١
 .مجموعة من المتباینات الخطیة نحول ھذه المعلومات الى  -٢
 .بدلالة الاحداثیات ) ت ( أو ) ل ( أو ) ر ( تعیین دالة الھدف  -٣
 )تعیین منطقة الحل( تمثیل المتباینات الخطیة بیانیا و نوجد مجموعة حل ھذه المتباینات  -٤
من الرسم أو ) رؤوس منطقة الحل ( تحدید نقط تقاطع المستقیمات المحددة لمنطقة الحل  -٥

 )حسب الرؤوس المطلوبة (  كل معادلتین معا جبریا بحل
  اختیار النقطة التى تعطى الحل الأمثل لدالة الھدف من النقط السابقة بالتعویض فى الدالة  -٦

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
ً من نوعین مختلفین من السلع و یحقق ربحا فى كل على الأكثر وحدة ٩٠مصنع ینتج : مثال 

   جنیھات٧ًجنیھات و ربحا فى كل وحدة من النوع الثانى قدره  ٥وحدة من النوع الأول قدره  
فإوجد عدد . لثانى  عن ضعف ما یباع من النوع الا یقلفإذا كان ما یباع من النوع الأول 

   .أكبر ربح ممكن الوحدات التى یجب انتاجھا من كل نوع لكى یحقق المصنع 
  :الحل 

  ص = س ، عدد الوحدات من النوع الثانى =         نفرض أن عدد الوحدات من النوع الأول 

  الثانى  الأول  الانتاجنوع 
  القیود 

  )الشروط( 

  ص  س  العدد
   ٠ X ، ص ٠ Xس

  ،  ٩٠ Yص + ، س 
   ص ٢ Xس 

   ص٧+  س ٥= ر   ص٧   س٥  الربح

  :نرسم المستقیمات الحدیة 
  محور الصادات  ٠= س  : ١ل )١
  محور السینات ٠= ص  : ٢ل )٢

 البرمجة الخطیةعلى حیاتیة تطبیقات 
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  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 ٠١١٥٤٨٠٢٨١١   -    ٠١٠٠٦٥٢٢١٣٨/ خالد المنفلوطى       ت/ اعداد الاستاذ 

٥٤

  ) ٠ ، ٩٠( ،  ) ٩٠ ، ٠( یمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ٩٠= ص + س  : ٣ل )٣
  )١٠ ، ٢٠( ،  ) ٠ ، ٠( یمر بالنقطتین ) خط متصل (  ص ٢= س  : ٤ل )٤

٥( Bل المتباینات معا تمثلھا المنطقة المظللة فى الشكل المقابل  مجموعة ح) ا ب ج المنطقة

  ) ٣٠ ، ٦٠( ، جـ  ) ٠ ، ٩٠( ، ب  ) ٠ ، ٠( ا حیث 

A  ص ٧+  س ٥=  الھدف  ر  دالة   

B   |٠ = ٠ + ٠=  ا|ر     

   ٤٥٠ = ٠ + ٩٠ × ٥ = ب|ر| ، 
   ٥١٠ = ٣٠ × ٧ + ٦٠ × ٥ = جـ |ر| ، 

B و بذلك یكون عدد الوحدات التى  ) ٣٠ ، ٦٠(  جنیھا عند النقطة جـ ٥١٠ أكبر ربح ھو  
   وحدة٣٠و من النوع الثانى  وحدة ٦٠  تنتج لتحقیق أكبر ربح ھى من النوع الأول 

 
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 س  

 ص

١٠ 

٢٠ 

٣٠ 

٤٠ 

٥٠ 

٦٠ 

٧٠ 

 ب

ج

 ١ل

  فضاء 
 الحل

٥٠ ٤٠ ٣٠ ٢٠ ١٠ 

٨٠ 

٩٠ 

١٠٠ ٩٠ ٨٠ ٧٠ ٦٠ 

١٠٠ 

 ا

 ٢ل

 ٣ل

 ٤ل
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  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 ٠١١٥٤٨٠٢٨١١   -    ٠١٠٠٦٥٢٢١٣٨/ خالد المنفلوطى       ت/ اعداد الاستاذ 

٥٥

سكر و ینتج نوعین من  كجم من ال١٢٠ كجم من الدقیق ، ٧٢مصنع لانتاج الحلوى لدیھ : مثال 
كما یحتاج .  كجم من السكر ١٢ كجم من الدقیق ، ٤الحلوى تحتاج الوحدة من النوع الأول الى 

 كجم من السكر كما یبلغ ربح ٨ كجم من الدقیق ، ٨انتاج وحدة واحدة من النوع الثانى الى 
   جنیھا ،٤٥ جنیھا و من النوع الثانى ٢٥الوحدة الواحدة من النوع 

   أقصى ربح ممكن لتحقیقا ھى الكمیة الواجب انتاجھا   فم-١
  .  و ما الكمیة المتبقیة فى المصنع من الدقیق و السكر فى ھذه الحالة-٢

  : الحل 
  ص= س ، عدد الواحدات من النوع الثانى =        نفرض أن عدد الوحدات من النوع الأول 

        
  
  
  
  
  
  
  

  :المتباینات ول یمكن تبسیط د من الج
   ٠ X  ، ص ٠ Xس  )١
 ١٨ Y ص ٢+  س C  ٧٢ Y ص ٨+  س ٤ )٢
  ٣٠ Y ص ٢+  س C٣ Y١٢٠ ص ٨ + ١٢ )٣

  : تمثل مجموعة حل المتباینات برسم المستقیمات الحدیة نعین المنطقة التى
   محور السینات ٠= ص  : ٢ل) ٢ محور الصادات      ٠=  س  :١ل) ١
   ) ٠ ، ١٨( ،  ) ٩ ، ٠( یمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ١٨= ص + س  : ٣ل) ٣
   )٠ ، ١٠( ،  ) ١٥ ، ٠( یمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ٣٠=  ص ٢+  س ٣ : ٤ل) ٤
٥( B مجموعة حل المتباینات معا تمثلھا المنطقة المظللة فى الشكل و ھى المنطقة التى 

ثم بالتعویض فى  ) ٩ ، ٠( ، جـ  ) ٦ ، ٦( ، ب  ) ٠ ، ١٠(ا ،  ) ٠ ، ٠( تحدھا النقط  و 

  . أكبر ما یمكن ر ص  حیث الربح ٤٥+  س ٢٥ = ر: دالة الھدف  

B | جنیھا٤٠٥ =  جـ |ر|  جنیھا ،٤٢٠ =  ب |ر|  ، جنیھا ٢٥٠ =  ا |ر|   ، ٠ =  و |ر   

B    جنیھا و بذلك یكون ٤٢٠ المصنع أكبر ربح و ھو یحقق ) ٦ ، ٦( عند النقطة ب   
  عدد الواحدات المنتجة فى ھذه الحالة من الدقیق نعوض فى الطرف الایمن المتباینة          
   كجم ٧٢ = ٤٨ + ٢٤ = ٦ ×٨ + ٦ × ٤=  ص ٨+  س ٤ B    ٧٢  Y ص ٨+  س ٤

  )الشروط( القیود   الثانى  الأول  نوع الانتاج

  ٠ X ، ص٠ Xس  ص  س  العدد

  ٧٢ Y ص ٨+  س ٤   ص٨   س٤  الدقیق

  ١٢٠ Y ص ٨+  س ١٢   ص٨   س١٢  السكر

   ص٤٥+  س ٢٥= ر   ص٤٥   س٢٥  الربح
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 ٠١١٥٤٨٠٢٨١١   -    ٠١٠٠٦٥٢٢١٣٨/ خالد المنفلوطى       ت/ اعداد الاستاذ 

٥٦

B لا یتبقى من الدقیق شئ .  
  الحالة من السكر نعوض فى الطرف الایمن المتباینة لتحدید الكمیة المتبقیة فى ھذه 

   ١٢٠ = ٤٨ + ٧٢ = ٦ ×٨ + ٦ × ١٢=  ص ٨+  س ١٢ B  ١٢٠ Y ص ٨+  س ١٢
B لا یتبقى من السكر شئ  .  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
مصنع ضغیر لعمل الملابس الجاھزة ینتج نوعین من الثیاب و یلزم لعمل النوع الأول : مثال 

ریر و متر واحد من القطن ، و یلزم لعمل النوع الثانى متر من الحریر و متران متران من الح
فإذا كان ثمن بیع .  أمتار من القطن ٨ أمتار من الحریر ، ٧من القطن و كان لدى المصنع 

 جنیھات ، فما عدد ٨ جنیھات و ثمن بیع الثوب من النوع الثانى ١٠الثوب من النوع الأول 
   ؟ أكبر دخل ممكن ینتجھا المصنع من كل نوع لیحصل على الأثواب التى یجب أن

  .ھل یتبقى فى المصنع بعد ھذا الإنتاج شئ من الحریر أو القطن 
  

 س

٢ 

٤ 

٦ 

٨ 

١٠ 

١٢ 

١٤ 

١٠ ٨ ٦ ٤ ٢ 

١٦ 

١٨ 

٢٠ ١٨ ١٦ ١٤ ١٢ 

٢٠ 

 ب

ج

 ٣ل

  فضاء 
 الحل

 ا

 و

 ص

 ٤ل ١ل

 ٢ل
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  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 ٠١١٥٤٨٠٢٨١١   -    ٠١٠٠٦٥٢٢١٣٨/ خالد المنفلوطى       ت/ اعداد الاستاذ 

٥٧

  :الحل 
  ص= من النوع الثانى س ، و =        نفرض أن عدد الأثواب من النوع الأول 

        
  
  
  
  
  
  
  

  :المتباینات  ول نحصل علىد من الج
   ٠ X  ، ص ٠ Xس ) ١
   ٧ Y ص + س ٢) ٢
 ٨ Y ص ٢ + س )٣

  :نعین المنطقة التى تمثل مجموعة حل المتباینات برسم المستقیمات الحدیة 
   محور السینات ٠= ص  : ٢ل) ٢محور الصادات       ٠= س  : ١ل) ١
   ) ٠ ، ٣.٥( ،  ) ٧ ، ٠( یمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ٧= ص + س ٢ : ٣ل) ٣
   )٠ ، ٨( ،  ) ٤ ، ٠( یمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ٨=  ص ٢+ س  : ٤ل) ٤
٥ (Bقة التى  مجموعة حل المتباینات معا تمثلھا المنطقة المظللة فى الشكل و ھى المنط

ثم بالتعویض فى  ) ٠ ، ٣.٥( ، جـ  ) ٣ ، ٢( ، ب  ) ٤ ، ٠(ا ،  ) ٠ ، ٠( تحدھا النقط  و 

  . أكبر ما یمكن ر  ص  حیث الدخل ٨+  س ١٠ = ر: دالة الھدف  

B | جنیھا  ٣٢ =  ٤ × ٨ + ٠ × ١٠  = ا |ر|   ،  ٠ = ٠ + ٠ =  و |ر   

  جنیھا ٣٥ = ٠ × ٨ + ٣.٥×١٠  = جـ |ر| ،  جنیھا٤٤ = ٣ × ٨ + ٢ × ١٠  = ب |ر| ،     
B    جنیھا ٤٤ھو اعلى دخل  ) ٣ ، ٢( عند النقطة ب   

      ، أثواب من النوع الثانى ٣أى عند إنتاج ثوبین من النوع الأول ، 

A  أثواب من ٣ متر من القطن ، ٢ أمتار من الحریر ، ٤ ثوب من النوع الأول تحتاج ٢ 
   أمتار من القطن ٦ار من الحریر ،  أمت٣النوع الثانى تحتاج 

 B أمتار من القطن ٨ أمتار من الحریر ، ٧یحتاج )  أثواب ٥(  ھذا الانتاج كلھ    
B شئ  لا یتبقى من الحریرو لا من القطن .  

  :التمثیل البیانى للمتباینات 
  

  )الشروط( القیود   الثانى  الأول  نوع الانتاج

  ٠ X ، ص٠ Xس  ص  س  العدد

  ٧ Y ص +  س ٢  ص  س٢  حریرال

  ٨ Y ص ٢+  س   ص٢  س  لقطنا

   ص٨+  س ١٠= ر  ص٨  س١٠  ثمن ال
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٥٨

 س
٥ 

١٠ 

 ب

ج

 ٣ل

  فضاء 
 الحل

 ص

 ١ل

 ٤ل

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
بعمل نوعین مختلفین من السبائك المكونة من خلیط من الحدید و الزھر یقوم مصنع : مثال 

، وحدتین من الزھر و یتكون النوع الثانى من بحیث یتكون النوع الأول من وحدتیتن من الحدید 

وحدة من الحدید و ثلاث وحدات من الزھر ، فإذا كانت الكمیة المتاحة فى المصنع من الحدید 

 جنیھا و سعر بیع ١٥ كجم و كان سعر بیع السبیكة من النوع الأول ١٨ كجم و من الزھر ١٠

ئك التى ینتجھا المصنع من كل نوع لیحقق  جنیھات ، فما عدد السبا١٠السبیكة من النوع الثانى 

  أكبر دخل ممكن ؟

  
  

١ 

٢ 

٣ 

٤ 

٥ 

٦ 

٧ 

٤ ٣ ٢ ١ 

٨ 

٩ 

٩ ١٠ ٨ ٧ ٦ 

 ٢ل

 ا

 و

  فضاء 
 الحل
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٥٩

  :الحل 
  ص= س ، و من النوع الثانى =        نفرض أن عدد السبائك من النوع الأول 

  
  
  
  
  
  
  
  

  :المتباینات  دول نحصل علىمن الج
   ٠ X  ، ص ٠ Xس ) ١
   ١٠ Yص +  س ٢) ٢
 ١٨ Y ص ٣ + س٢ )٤

  :نعین المنطقة التى تمثل مجموعة حل المتباینات برسم المستقیمات الحدیة 
   محور السینات ٠= ص  : ٢ل) ٢ محور الصادات      ٠= س  : ١ل) ١
   ) ٠ ، ٥( ،  ) ١٠ ، ٠( یمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ١٠= ص + س ٢ : ٣ل) ٣
   )٠ ، ٩( ،  ) ٦ ، ٠( یمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ١٨=  ص ٣+ س ٢ : ٤ل) ٤
٥ (B مجموعة حل المتباینات معا تمثلھا المنطقة المظللة فى الشكل و ھى المنطقة التى 

ثم بالتعویض فى دالة  ) ٠ ، ٥( ، جـ  ) ٤ ، ٣( ، ب  ) ٦ ، ٠(ا ،  ) ٠ ، ٠( تحدھا النقط  و 

  . أكبر ما یمكن ر ص  حیث الربح  ١٠+  س ١٥ = ر: الھدف  

B | جنیھا  ٦٠ =  ٦ × ١٠ + ٠ × ١٥ =  ا |ر|    ، ٠ = ٠ + ٠ =  و |ر   

   جنیھا٧٥ = ٠ × ١٠ + ٥×١٥ =  جـ |ر|  جنیھا ،٨٥ = ٤ × ١٠ + ٣ × ١٥ =  ب |ر| ،   
                B    جنیھا٨٥ھو یتحقق أكبر ربح  ) ٤ ، ٣( عند النقطة ب   

   سبائك من النوع الثانى٤ سبائك من النوع الاول ، ٣     أى عند أنتاج 
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 سعرات حراریة ـ و الثانیة بھا ٣ وحدات فیتامین و تعطي ٥سلعتان غذائیتان الأولي بھا  :مثال 
 ، علي الأقل وحدة فیتامین ٢٥ سعرات حراریة ـ فإذا كان المطلوب ٦وحدتان فیتامین و تعطي 

سعر الوحدة  قروش ، ٦و كان سعر الوحدة من السلعة الأولي  .. علي الأقل سعر حراري ٣٩
بأقل ین لتحقیق المطلوب فما الكمیة الواجب شراؤھا من كلا السلعت قروش ٨من السلعة الثانیة  

   ؟ .تكلفة

  )الشروط( القیود   الثانى  الأول  نوع الانتاج

  ٠ X ، ص٠ Xس  ص  س  العدد

  ١٠ Yص +   س ٢  ص  س٢  الحدید

  ١٨ Y ص ٣+ س ٢   ص٣  س٢  الزھر

   ص١٠+  س ١٥= ر  ص١٠  س١٥  ح الرب
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٦٠

  :الحل 
  ص= س ، عدد الواحدات من السلعة الثانیة =        نفرض أن عدد الوحدات من السلعة الأولى 

        
  
  
  
  
  
  
  

  :المتباینات ول نحصل على د من الج
   ٠ X  ، ص ٠ Xس ) ١
  ٢٥ X ص ٢+  س ٥ )٢
  ١٣ X ص ٢+ س   C ٣٦ X ص ٦ +  س ٣ )٣

  :ینات برسم المستقیمات الحدیة نعین المنطقة التى تمثل مجموعة حل المتبا

   محور السینات ٠= ص  : ٢ل) ٢ محور الصادات      ٠= س  : ١ل) ١
   ) ٠ ، ٥( ،  ) ١٢.٥ ، ٠( یمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ٢٥= ص ٢+ س ٥ : ٣ل) ٣
   )٠ ، ١٣( ،  ) ٦.٥ ، ٠( یمر بالنقطتین ) خط متصل  ( ١٣=  ص ٢+  س  : ٤ل) ٤

٥ (Bمن الرسم أو حل اینات معا تمثلھا المنطقة المظللة فى الشكل و مجموعة حل المتب

) ٠، ١٣(، جـ ) ٥، ٣(، ب) ١٢.٥ ، ٠(ا  التى تحدھا النقط  ھى المنطقة)المعادلات جبریا 

   ص  ٨+  س ٦=  ت: ثم بالتعویض فى دالة الھدف  
  . ما یمكن لتكلفة ت  أقلحیث ا

B | جنیھا ١٠٠ = ١٢.٥ × ٨ + ٠ =  ا |ر|   ، ٠ =  و |ر   

  جنیھا  ٥٨ = ٥ × ٨ + ٣ × ٦ =  ب |ر|  ، 

   جنیھا٧٨ = ٠ × ٨ + ١٣ × ٦ =  جـ |ر| ، 

B    وحدات من ٣ جنیھا ذلك عند شراء ٤٢٠ أقل تكلفة و ھو  ) ٥ ، ٣( عند النقطة ب 
   . وحدات من السلعة الثانیة ٥السلعة الاولى ، 

  
           

  )الشروط( القیود   الثانى  الأول  نوع الانتاج

  ٠ X ، ص٠ Xس  ص  س  العدد

  ٢٥ X ص ٢+  س ٥  ص٢  س٥  فیتامین

  ٣٩ X ص ٦+  س ٣   ص٦   س٣  سعر حرارى

   ص٨+  س ٦ =ت   ص٨   س٦  الثمن

١٤ 
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   :مثال

  
  
  
  
  
  
  
  

  : الحل 
  
  

 ٤ل ٣ل ١٤
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١٢ 
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من الثیاب بحیث یلزم  متر من الصوف ـ ینتج نوعین ١٢٠ متر من القطن ، ٨٠ترزي لدیھ ] ١[

متر من الصوف ، و للنوع الثاني یلزم متران من ٣لعمل ثوب من النوع الأول متر من القطن ، 

لثوب من النوع  جنیھ ، و ثمن ا٤٠كل من القطن ، الصوف ـ و كان ثمن الثوب من النوع الأول 

ي لیكون دخلھ اكبر ـ أوجد عدد الثیاب من كل نوع التي یجب أن ینتجھا الترزجنیھ  ـ٢٠الثاني 

  )]  ٠ ، ٤٠[ (                                                                                          ما یمكن  

 ، ب ـ وكل نجفة یقوم بتجمیعھا كھربائي ثم یقوم عامل ا ینتج مصنع نوعین من النجف ] ٢[

 موذج ب  ، و ساعتین لتجمیع الناجمیع النموذج بدھانھا بالبرونز ـ و یأخذ الكھربائي ساعة لت

 ، ساعة لدھان النموذج ب و یعمل الكھربائي اساعات لدھان النموذج  ٣أما عامل الدھان فیأخذ 

  اجنیھ من بیع الوحدة من النموذج ٢٠ًومیا ـ فإذا كان المصنع یكسب  ساعات ی٦عامل الدھان و

   جنیھ من بیع   الوحدة من النموذج ب  ٣٠، 
   )]   ٣، ٠      [ (     ـ فكم عدد النجف الذي یمكن إنتاجھ في الیوم لیعطیھ أكبر ربح ممكن         

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 سم ، و حمولتھ ١٠٢ ب  علي رف مكتبھ طولھ  ، اد وضع نوعین من الكتب علي  یرا] ٣ [

 كجم ، و سمك الكتاب من النوع ١ فإذا كان وزن الكتاب من كلا النوعین ھو . كجم ٢٥القصوي 

ـ أوجد عدد الكتب من كل نوع التي توضع علي الرف  سم ٦سم ،  و من النوع ب ھو ٨ھو  ا

  . یمكن بحیث یكون عددھا أكبر ما
    ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 فإذا كان إنتاج قطعة من النوع الأول یلزم تشغیل  ، باینتج مصنع نوعین من قطع الغیار ] ٤[

و لأنتاج قطعة من النوع ب یلزم تشغیل ساعات ٣ساعات و الثانیة لمدة ٣ الأولي لمدةماكینتین 
ساعات و الثانیة لمدة ساعتین ـ فإذا كانت الماكینة الأولي لا تعمل أكثر ٤الماكینة الأولي لمدة 

جنیھ ٢٤و كان المصنع یكسب . ًساعة یومیا ١٢ًساعات یومیا ، و الثانیة لاتعمل أكثر من ٨من 

  البرمجة الخطیةعلى تطبیقات حیاتیة علىتمارین 
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ـ فأوجد أكبر ربح یمكن أن  جنیھ من كل قطعة من النوع ب ٤٠  ،اكل قطعة من النوع من 

  یحصل علیھ المصنع في الیوم الواحد ؟ 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 عامل و كان المصنع ینتج نوعین من السلع فإذا كان إنتاج ٢٠ آلة و ١٢ مصنع صغیر بھ ]٥[

تحتاج ) ب(تحتاج إلي آلة واحدة ، و عاملین ـ و إنتاج وحدة من السلعة ) ا(الوحدة من السلعة 

 لوحدة من السلعة ب جنیھ ، سعر ا١٠ ھو ا آلات و عاملین ـ وأن سعر الوحدة من السلعة ٣

  . تحدید الانتاج الأمثل لھذا المصنع لتحقیق أعلي إیراد ممكن : ـ المطلوب  جنیھ ٢٠ھو 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

]٦ [  
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