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 الفضاءات التآلفٌة

 
 تعارٌف

 تؤثٌر زمرة على مجموعة
 ϢϼвϾ дК ЬмЧжG  ϣтЮϝ϶ ϼтО ϣКмвϮв пЯК ϼϪϔϦ ϝлжϖE:ХтϠАϦ ϸϮ̳м ϜϺϖ ̪ 

 
( ),

G E E

g x g x

³ 

Ö
  

 Х̵Чϲт:дтАϼІЮϜ 

( ) ( )( )21) , , , ,a b G x E a b x ab x" Í " Í Ö Ö = Ö  

2) , .x E e x x" Í Ö =  

ϢϼвϾЮϜ ϼтϪϓϦ ̵дϖ ЬмЧжмG   пЯКE ϜϺϖ АтЂϠ ̪ϜϺϖ АЧТм ̪:дϝЪ 

( ), , ,g x G E g x x g e" Í ³ Ö = Ú =  

 ϼЊжК ЬЪ ϤϠϪв рϒx  двE  ϣлТϝϦЮϜ ϣтϚϾϮЮϜ ϢϼвϾЮϜ ск{}e. ϝв мкм  ϙТϝЪт

:ϾмвϼЮϜ ϣПЯϠ 

(){}, .x E st x e" Í =  

 ϢϼвϾЮϜ ϼтϪϓϦ дК ЬмЧжмG  пЯКE :АϼІЮϜ Х̵ЧϲϦ ϜϺϖ ̵̱ϸЛϦв й̵жϖ 

( ) 2, , / ,x y E g G y g x" Í $ Í = Ö  

:рϒ 
, .xx E E" Í W =  

 ЬϪвт ϨтϲxW  ϼЊжЛЮϜ ϔТϝЪϦ РЊx  двE ϣтЮϝϦЮϜ ϔТϝЪϦЮϜ ϣЦыК ХТм: 

/ .x y g G y g xÚ$ Í = Ö 

 пЯК ХЯАт ϝвЪxW  ϼЊжЛЮϜ ϼϜϸвϠx  сТE. 

 
 قضٌة

 ϝв ϢϼвϾ ϼтϪϓϦ дмЪтG  ϣКмвϮв пЯКE ϜϺϖ ̱ϸϲϜм ̱дϐ сТ ̵̱ϸЛϦвм ϝ̯АтЂϠ ̪ϜϺϖ АЧТм ̪
 ϼЊжК ϸϮ̳мa  двE :ХтϠАϦЮϜ дмЪт йЯϮϒ дв 

:a G E

g g a

j 

Ö
  

.ϝ̯тЯϠϝЧϦ 
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 إثبات
:ϝжтϸЮ   

aj ϼвϝО, xx E E" Í W = Ú ̪

         
aj  дтϝϠϦв(){}st a e= Ú ̪:й̵жϒ Ϣϼт϶цϜ иϺк дК ̵ϼϮжтм 

 ̯тϒ ϝ дϝЪ( ),g x  двG E³ :̵дϗТ 

( )

( )

( )1

1

/

/

/

/

/

/

g x x h G g h a h a

h G gh a h a

h G h gh a a

h G h gh e

h G gh h

h G g e

-

-

Ö = Ý$ Í Ö Ö = Ö

Ý$ Í Ö = Ö

Ý$ Í Ö =

Ý$ Í =

Ý$ Í =

Ý$ Í =
 

.ϼДϦжвЮϜ ϔТϝЪϦЮϜ ϾϼϠт ϝв мкм 
 

 ملحوظة

 ϣЮϝϲ) ϣтЛвϮЮϜ ϣϠϝϦЪЮϜ ϣЮϝϲ сТ( ),G + ϢϼвϾ  ϣϠϝϦЪЮϝϠ ЬϸϠϦЂж (ϣтЛвϮg xÖ 

 ϣϠϝϦЪЮϜg x+ ϝв ЬЪ сТ .ХϠЂ  

 
 الفضاءات الشعاعٌة

 дЪтЮ( ), ,K + Ö  дЪϦЮм ̪ϝ̯тЯтϸϠϦ ̯ыЧϲE  ̵дϖ ЬмЧж .ϣтЮϝ϶ ϼтО ϣКмвϮвE  ̭ϝЎТ

 сЯтϸϠϦЮϜ ЬЧϲЮϜ пЯК сКϝЛІK  ̵ϼК ϜϺϖ ̮Ϡ ϝ̯Ўтϒ ϝвлЮ Ͼвϼж дтϦтЯвК ϝжТ()+   м()Ö 

:ϣтЮϝϦЮϜ АмϼІЮϜ Х̵ЧϲϦϦ ϨтϲϠ 

1( ( ),E + ϢϼвϾ ϣтжϠ ϝлЮ ϣтЯтϸϠϦ̪ 

2( сЯт ϝвЪ ϣТ̵ϼЛв ϣтжϝϪЮϜ ϣтЯвЛЮϜ: 

( )

:

,

K E E

x x

Ö ³ 

a aÖ
  

:ϣтЮϝϦЮϜ АмϼІЮϜ Х̵ЧϲϦм 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2

1) , , , ,

2) , , , ,

3) , , , ,

4) , 1 .K

x y E K x y x y

x E K x x x

x E K x x

x E x x

" Í "aÍ aÖ + =aÖ +aÖ

" Í " a b Í a+b Ö =aÖ +bÖ

" Í " a b Í aÖ bÖ = ab Ö

" Í Ö =
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 أمثلة
1- ̪йЂУж пЯК сКϝЛІ ̭ϝЎТ мк сЯтϸϠϦ ЬЧϲ ЬЪ 
2-  ϤϝКмвϮвЮϜn ̪ Ϩтϲn  пЮϖ свϦжт*  ϞϼЎм ϣЛІцϜ ЙвϮϠ ϢϸмϾвЮϜ

ск ϣтвЯЂ сТ ИϝЛІ  сЧтЧϲЮϜ ЬЧϲЮϜ пЯК ϣтКϝЛІ ϤϜ̭ϝЎТ( ), ,+ Ö ϣУЊϠм .

 ̵Њϝ϶ ϣ2  м3  ЬЧϲЮϜ пЯК дттКϝЛІ дт̭ϝЎТ ̪

3- ϣКмвϮв  ϣ̵тЧтЧϲ ϤывϝЛвϠ ϸмϸϲЮϜ ϤϜϼтϪЪ[]X  пЯК сКϝЛІ ̭ϝЎТ ск

̪сЧтЧϲЮϜ ЬЧϲЮϜ 

4- Ϝ ϣКмвϮв сЧтЧϲ ϼтПϦвЮ ϣ̵тЧтЧϲЮϜ ϤϝЧтϠАϦЮ( ),  сКϝЛІ ̭ϝЎТ ск

.сЧтЧϲЮϜ ЬЧϲЮϜ пЯК 
 

 الفضاءات التآلفٌة

 дЪтЮK м ϝ̯тЯтϸϠϦ ̯ыЧϲ( ), ,E + Ö  ϝ̯тКϝЛІ ̯̭ϝЎТ ϸЛ̳ϠЮϜ ̲сл̵Ϧж̳всЯтϸϠϦЮϜ ЬЧϲЮϜ пЯК  

K м .E .ϣтЮϝ϶ ϼтО ϣКмвϮв 
 

 0تعرٌف 

 ϣКмвϮвЮϜ ̵дϖ ЬмЧжE  ϢϸмϾвТ ϣтжϠϠ сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϝϠ й̵Ϯмв сУЮϑϦ ̭ϝЎE  мϒ)

КϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϜ иϝϲжв сE (ЂϠ ̱ϢϼвϾ ϼтϪϓϦ ϝжТ̵ϼК ϜϺϖ ̱Ат  ϢϼвϾЮϜ дв ̵̱ϸЛϦвм

 ϣтЯтϸϠϦЮϜ( ),E +  ϣКмвϮвЮϜ пЯКE:ϝ̯ЧтϠАϦ Рϼ̵Лж рϒ . 

( ),

E E E

u A u A

³ 

+
  

:ϨтϲϠ 
         

   

( ) ( ) ( )

(){}

2

1) , , , ,

2) , 0 ,

3) , 0 ,

4) , .A

u v E A E u v A u v A

A E A A

A E st A

A E E

" Í " Í + + = + +

" Í + =

" Í =

" Í W =
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 8تعرٌف 

 ϣКмвϮв дК ЬмЧжE ЎТ ϣтжϠϠ ϢϸмϾв ϝл̵жϖ сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϜ йл̵Ϯм̳в сУЮϑϦ ̭ϝE 

К ϜϺϖ ̯ϼтϪϓϦ ϝжТ̵ϼ ϣтЯтϸϠϦЮϜ Ϣϼв̵ϾЮ Ϝ( ),E +  ϣКмвϮвЮϜ пЯКE :̮Ϡ 

( ),

E E E

u A u A

³ 

+
  

:Х̵Чϲтм  

( ) ( ) ( )
2

1) , , , ,u v E A E u v A u v A" Í " Í + + = + +  

2) , 0 ,A E A A" Í + =  

 ϣАЧж ЬЪ ЬϮϒ двмA  дв ϣϦ̵ϠϪвE:ХтϠАϦЮϜ дмЪт ̪ 

:A E E

u u A

j 

+
  

.ϝ̯тЯϠϝЧϦ 
 
  ϺϚϸжК дмЪтм

A EW =  ϣАЧжЮϜ ϤжϝЪ ϝ̯тϒA  двE  ̵дϒ рϒ)E  ϣАЧжЮϜ ϼϜϸв мкA .(

:рϒ 

{ },E E A u A u E= + = + Í  

мA  дв ϝв ϣАЧжE. 
 

 1تعرٌف 
 ϣтЮϝ϶ ϼтО ϣКмвϮв дК ЬмЧжE  ̵жϖϢϸмϾв ϝл сУЮϑϦ ̭ϝЎТ ϣтжϠϠ  ̭ϝЎУЮϜ йл̵Ϯм̳в

 сКϝЛІЮϜE:ϝ̯ЧтϠАϦ ϝжТϼК ϜϺϖ . 

( ),

E E E

A B AB

³ 
  

 дв дтϦАЧж ̵ЬЪ ̵дϒ рϒ)E  дв ϝ̯КϝЛІ дϝТ̵ϼЛϦE( 
:ϣтЮϝϦЮϜ ϣтКϝЛІЮϜ ϣЦыЛЮϜ Х̵ЧϲϦϦ ϨтϲϠ 

AB BC AC+ =    (ЬϝІ ϣЦыК) 
 АЧж ϨыϪ ЬЪ ЬϮцA ̪B мC  ϣКмвϮвЮϜ двE. 

   ϣАЧж ЬЪ ЬϮϒ двмA  дв ϣϦ̵ϠϪвE :ХтϠАϦЮϜ ̵дϗТ 

: ,A E E B ABy  
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 Ϩтϲ0AA=.ЬϠϝЧϦ мк ̪ 

 дв ИϝЛІ ЬЪ ̵дϒ рϒ)E  дв ϣАЧж Рϼ̵ЛтE  дв ϣϦϠϪв ϝв ϣАЧжЮ ϣϠЂжЮϝϠE .( 
 

 قضٌة
.ϝлжтϠ ϝвтТ ϣϚТϝЪϦв ϨыϪЮϜ РтϼϝЛϦЮϜ 

 
 إثبات

() ()2 1Ú  

ϱЎϜм 

() ()3 2Û   

 ЙЎм сУЪт1

A A

-y =j :̵дϒ ϣДϲывм 

( ) ( ) ( ), ,

E E E E E E

C B AC B AC B A AC B

³ ½½ ³ ½½ ½½

+ +
  

 Ϩтϲ)()1

AAB B-=j  ̵дц 1A A

-y =j( 

 АЧж ϨыϪ ЬЪ ЬϮϒ дв й̵жϒм ̪ϝ̯ЧтϠАϦ дмЪтA ̪B мC  двE :ϝжтϸЮ 

,AB A B BC B C+ = + =  

:рϒ 

( )

( )

( )

C BC B BC AB A

BC AB A

AB BC A

= + = + +

= + +

= + +

  

 дϺϖAC AB BC= +  ̵дцAj .ϣЧ̵Чϲв ЬϝІ ϣЦыК ̵аϪ двм .дтϝϠϦв 

 ϝ̵вϒAy .сЯϠϝЧϦ ХтϠАϦЮ сЂЪК ХтϠАϦЪ ϝ̯тЯϠϝЧϦ дмЪтТ 

() ()2 3Û   

 ϣЧтϼАЮϜ ЀУжϠ ЙЎж1

A A

-j =y :ХтϠАϦЮϜ Рϼ̵Лжм 

( ),

E E E

u A u A B

³ 

+ =
  

 Ϩтϲu AB=  ХтϠАϦЮϜ ϼвО двAy. 
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дмЪтТ  ϢϼвϾЮϜ дв Ϝ̯ϼтϪϓϦ ϼт϶цϜ ϜϺк( ),E +  пЯКE:сЯт ϝвЮ ̪ 

( ) ( ) ( )
2

, , ,u v E A E u v A u AC A" Í " Í + + = + +  

       u C= +   
    CB C B= + =   

оϼ϶ϒ ϣлϮ двм ̪:ϝжтϸЮ 

( ) ( )u v A CB AC A AB A B+ + = + + = + =  

Ϝ̯ϼт϶ϒм ̪:̵дϒ Дϲыж 

0 A AA A A+ = + =  
 дтАϼІЮϜ йжвм()1 м()2 .ϞмЯАвЮϜ пЮϖ ϝжЯЊмт ϝв мкм .дтЧ̵Чϲв 

 
 ترمٌز

 сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ ϼЊϝжК с̵вЂжE ж сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϜ с̵вЂж ϝвЪ ̪ϝ̯АϝЧE  пϲжвE 
 сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЯЮ йϮмвЮϜ ̭ϝЎУЮϜ мϒE. 

 
 تعرٌف

   сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ ϸЛϠ с̵вЂжE Ϡ сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϜ ϸЛϠ рϒ йл̵Ϯмв ϸЛE̪ 
  иϸЛϠ ̱̭ϝЎТ ̵ЬЪ ϝ̯тУЮϑϦ ϝ̯втЧϦЂв с̵вЂж1̪ 
 УЮϑϦ ̱мϦЂв с̵вЂжиϸЛϠ ̱̭ϝЎТ ̵ЬЪ ̪ϝ̯т 2. 
 

 أمثلة

1-  сКϝЛІ ̭ϝЎТ ЬЪE .йЂУжЮ й̵Ϯмв сУЮϑϦ ̭ϝЎТ мк 
:ХтϠАϦЮϜ Ϻ϶ϓϠ РтϼЛϦЮϜ дв Х̵ЧϲϦж ̪ЬЛУЮϝϠм 

( ),

E E E

u v u v

³ 

+
  

 ϣтЯвЛЮϜ Ϩтϲ()+  сТ ϣтЯ϶ϜϸЮϜ ϣтЯвЛЮϜ скE. 

    дϝϦтЊϝ϶ЮϜ ϝжтϸЮ)1( м)2( ) ϣтЊϝ϶ЮϜ ̵дϒ Ϻϖ дϝϦϲЎϜм1 ϣтЊϝ϶ ̵ъϖ скϝв (
) ϣтЊϝ϶ЮϜ м ЙтвϮϦЮϜ2Ϝ ϼЊжЛЮϜ РтϼЛϦ ϣтЊϝ϶ ̵ъϖ скϝв ( дв й̵жϒ ϝвЪ .рϸϝтϲЮ

 ИϝЛІ ЬЪ ЬϮϒv  двE :ХтϠАϦЮϜ дмЪт 

: ,
v

E E u u vj  +  

.ϝ̯тЯϠϝЧϦ 
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2-  ЬϝϪвЮϜ дв ϭϦжт()1  дт̭ϝЎУЮϜ ̵дϒ
2

 м
3

  ϣ̵вϝК ϣУЊϠм( )* nnÍ 

.ϣтУЮϑϦ ϤϜ̭ϝЎТ ск 
 

 الفضاءات التآلفٌة الجزئٌة
  تعرٌف

 дЪтЮE ЎТ сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϜ иϝϲжв ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝ. E  дЪтЮмF  дв ̱Ьϝ϶ ϼтО Ϝ̯̭ϾϮ
 сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜE ̵дϖ ЬмЧж .F  дв сϚϾϮ сУЮϑϦ ̭ϝЎТEсКϝЛІ ̭ϝЎТ ϸϮ̳м ϜϺϖ ̪ 

 сϚϾϮF  двE ̰ϼЊжКм ̪x  двF :ϨтϲϠ 

{ },F x F x u u F= + = + Í  

 
 ملحوظات

1.  пЮϖ ϝжЮ ϣϮϝϲ ыТ ϣтЯтϸϠϦ ϣтКϝЛІЮϜ ϤϜ̭ϝЎУЮϜ пЯК ϣТ̵ϼЛвЮϜ ЙвϮЮϜ ϣтЯвК ̵дϒ ϝвϠ

ЮϜ м ϼϝЂтЮϜ дв ϼтϪϓϦЮϜ дтϠ ϾттвϦЮϜϣтЛвϮЮϜ ϢϼвϾЮϝϠ дтвтЮϜ дв ϼтϪϓϦ  ( ),E +  пЯК

вϮв ϝ̯Ужϐ ϞϦЪж ϝжЯЛϮ ϝв мкм ̪ϝв ϣКмF x F= +  ϝжϼІϒ ϝв пЯК ϝ̯лтϠжϦм Ϝ̯ϸвК
.ϝ̯УЯЂ 
2ϚϾϮ ϣтУЮϑϦ ϤϜ̭ϝЎТ ск сУЮϑϦ ̭ϝЎТ рϒ АϝЧж . сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϝϠ ϣл̵Ϯмв ϣт

 йТϝϦЮϜ{}0 ̯ϢϸϝК ϝлтЯК ХЯАж ..ϣАтЂϠ ϣтУЮϑϦ ϤϜ̭ϝЎТ 

 
 قضٌة

 сϚϾϮЮϜ сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ й̵Ϯмв ̵дϖF  :ϣтЮϝϦЮϜ ϣЦыЛЮϝϠ пАЛт 

( ){ }2, ,F AB A B F= Í  

 дтϦАЧжЮϜ оϸϲϖ пЮϖ ϼДжЮϜ дЪвтмA мϒB  ̵жϒ пЯК дв ϣϦϠϪв ϝлF. 
 

 إثبات
 сϚϾϮ сУЮϑϦ ̭ϝЎТ ЬЪ дмЪ дв Ϣϼт϶цϜ иϺк ЙϠжϦF  ̵дϒм ϝ̯тжвЎ ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТ

:ХтϠАϦЮϜ 

 , A FÍ   
| :A F F F

B AB

y 
  

.ЬϠϝЧϦ 
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  ̵дϒ йжК ϞϦ̵ϼϦт ϝв мкм: 

(){ }| /A FF F AB B F=y = Í  

    ( ){ }2/ ,AB A B F= Í  

.ϞмЯАвЮϜ мкм 
 

 ملحوظة هامّة

Ъ сТ ИϝЛІЮϝϠ сжЛж ЬмЊТ дв сϦϓтЂ ϝв ЬAB  ϣАЧжЯЮ ϣтЂЪЛЮϜ ϢϼмЊЮϜB  двE 

ХтϠАϦЮϜ ХТм 
Aj ̵дϒ рϒ .()1

AAB B-=j. .(̯ϣϲϜϼЊ ШЮϺ Ры϶Ϡ ϼІж аЮϝв) 

:ϣтЮϝϦЮϜ ЈϜм϶ЮϜ Х̵ЧϲϦϦ ̵аϪ двм 

1( ( ) 2, ,A B E AB A B" Í + =  

2( , 0A E AA" Í =  

3( ( ) 3, , ,A B C E AB BC AC" Í + =  (ЬϝІ ϣЦыК) 

4( ( ) 2, ,A B E AB BA" Í =-  

5( ( ) 4, , , ,A B C D E AB CD AC BD" Í = Ú =  

 
 الاستقامٌة

 تعرٌف
 ЬмЧжсУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ дв ϝв АϝЧж дК E ϜϺϖ ϢϸϲϜм ϣвϝЧϦЂϜ пЯК ЙЧϦ ϝл̵жϖ ̪ свϦжϦ ϤжϝЪ

.сУЮϑϦЮϜ атЧϦЂвЮϜ ЀУж пЮϖ 
 

 تعرٌف

 дЪтЮE  иϸЛϠ ϝ̯тКϝЛІ ̯̭ϝЎТnЂв с̵вЂж . сϚϾϮ сКϝЛІ ̱̭ϝЎТ ̵ЬЪ ϸКϝЊϦв ̱мϦ

F  двE  иϸЛϠ1n-. 
 

 التوازي
 تعرٌف
 дЪтЮF мG  дв дттϚϾϮ дттУЮϑϦ дт̭ϝЎТE лϮмв дттКϝЛІЮϜ дт̭ϝЎУЮϝϠ дт

 дттϚϾϮЮϜF мG  двE .ϞтϦϼϦЮϜ пЯК 
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 сϚϾϮЮϜ сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ дК ЬмЧжF  сϚϾϮЮϜ сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ рϾϜмт й̵жϒG ϜϺϖ ̪

ϜϺϖ АЧТм ̪ сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ й̵Ϯмв дϝЪF  ̭ϝЎУЮϜ й̵Ϯмв дв ϝ̯тϚϾϮ ϝ̯тКϝЛІ ̯̭ϝЎТ
 сУЮϑϦЮϜG:рϒ . 

F рϾϜмтF G GË Ú  
 ϝвлжК ЬмЧжмϜϺϖ дϝтϾϜмϦв ϝвл̵жϖ ̪:рϒ .ϝвлтл̵Ϯмв омϝЂϦ 

F мG дϝтϾмϦвF G= Ú  
 

 ملحوظة
 ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϜ̭ϝЎУЮϜ ϣКмвϮв пЯК сϚϾϮ ϞтϦϼϦ ϣЦыК ск рϾϜмϦЮϜ ϣЦыК ̵дϖ

 сУЮϑϦ ̭ϝЎТ дв пжϪв пжϪв ϣЛАϝЧϦвЮϜ ϣтϚϾϮЮϜE. 
 

 أمثلة
1-  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ дв ϣАтЂϠЮϜ ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϜ̭ϝЎУЮϜE  ̵ЬЪ рϾϜмϦ (ϼЊϝжЛЮϜ Ϥϝтϸϝϲ̳ϒ)

с̪УЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ ϜϺк дв сϚϾϮ сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ 
2- иϸЛϠ сУЮϑϦ ̭ϝЎТ сТ 3:ϝжтϸЮ . 
 ̪ϣтϾϜмϦв ϣтϚϾϮ ϣтУЮϑϦ ϤϝвтЧϦЂв ϸϮмϦ 
  ϤϝтмϦЂв ϸϮмϦ̪ϣтϾϜмϦв ϣтϚϾϮ ϣтУЮϑϦ 
 с̪ϚϾϮ сУЮϑϦ ̱мϦЂв рϾϜмт сϚϾϮ сУЮϑϦ атЧϦЂв ϸϮмт 
\  ̳м ъϮм ϸ ̱мϦЂвЮ .сϚϾϮ сУЮϑϦ атЧϦЂв рϾϜмт сϚϾϮ сУЮϑϦ 
 

 مبرهنة

  дЪтЮE ϝЎТ сКϝЛІ ̱̭ϝЎУϠ ϝ̯л̵Ϯмв ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭E дЪтЮм ̪F мG  дттУЮϑϦ дт̭ϝЎТ

 дв дттϚϾϮE ЛІЮϜ дт̭ϝЎУЮϝϠ дтлϮмв дттϚϾϮЮϜ дттКϝF м G  двE  пЯК
:ϺϚϸжК .ϞтϦϼϦЮϜ 

1(  дϝЪ ϜϺϖF  рϾϜмтG  :ϺϚϸжК дϝЪ 
F GÆ =f  мϒF GË 

2(  дϝЪ ϜϺϖF мG :ϺϚϸжК дϝЪ дϝтϾϜмϦв 

F GÆ =f  мϒF G= 

 
 إثبات
1(  ̵дϒ ЌϼϦУжЮF Gf¸ Æ ϣАЧж ШЮϺϠ ϸϮж ̪A пЮϖ свϦжϦ F GÆ:дмЪт йтЯКм . 

G A G= +  мϒF A F= +  
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 ̵дϒ ϝвϠмF  рϾϜмтG :̵дϗТ 

F A F A G G= + Ë + =  
.ϞмЯАвЮϜ мкм 

2( ) дв ϢϼІϝϠв ϭϦжт1.( 

 
 تقاطع فضاءات تآلفٌة جزئٌة

 مبرهنة

 дЪтЮE  ̯̭ϝЎТ сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϝϠ ϝ̯л̵Ϯмв ϝ̯тУЮϑϦE дЪтЮм ̪F мG  дттУЮϑϦ дт̭ϝЎТ

 дв дттϚϾϮE л̵Ϯмвм дттϚϾϮЮϜ дттКϝЛІЮϜ дт̭ϝЎУЮϝϠ дтF мG  двE  пЯК
:ϺϚϸжК .сЮϜмϦЮϜ 

 дϝЪ ϜϺϖF GÆ  ϺϚϸжК дϝЪ ̱Ьϝ϶ ϼтОF GÆ  дв ϝ̯тϚϾϮ ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТE  ϝ̯лϮмв
сϚϾϮЮϜ сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϝϠ F GÆ. 

 
 إثبات

 ̵дϒ ЌϼϦУжЮF GÆ  ϣАЧж ШЮϺϠ ϸϮмϦ .̱Ьϝ϶ ϼтОA дв F GÆ.  ϣлϮ двм
:ϝжтϸЮ оϼ϶ϒ 

{ }

{ }

{ }

/

/

/

F G M E M F M G

M E M A F M A G

A u u F G

A F G

Æ = Í Í Ø Í

= Í Í + Ø Í +

= + Í Æ

= + Æ

  

 дϺϖF GÆ  дв сϚϾϮ сУЮϑϦ ̭ϝЎТ мкE  сϚϾϮЮϜ сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϝϠ йϮмв

F G F GÆ = Æ дв E. 
 

 نتٌجة
  дттϚϾϮ дттУЮϑϦ дт̭ϝЎТ ЙАϝЧϦF мG  двE  дттКϝЛІ дт̭ϝЎУϠ дтл̵Ϯмв

дттϚϾϮ  дтЯвϝЪϦвF мG  ϞтϦϼϦЮϜ пЯК)E F G= Ä ( сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϜ двE 
̭ϝЎТ мк  дв АтЂϠ сУЮϑϦE .(ϼЊжЛЮϜ рϸϝϲϒ) 

 
 إثبات
:ϝжтϸЮ 

( ), / ,F A F G B G A B F G= + = + Í ³ 
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                      йжвм: 

AB E F GÍ = Ä  

 дтКϝЛІ ϸϮмт йтЯКмu мv  двF мG  ϨтϲϠ ϞтϦϼϦЮϜ пЯКAB u v= + 
:йжвм 

( ) ( )B AB A u v A v u A= + = + + = + +  

                :рϒ 

G F

v B u A

Í Í

- + = +  

 йжвмF GÆ .̱Ьϝ϶ ϼтО 
ЧϠϝЂЮϜ ϣжкϼϠвЮϜ ϞЂϲ дϺϖ ϣF GÆ  дв сϚϾϮ сУЮϑϦ ̭ϝЎТ мкE ϝЎУЮϝϠ й̵Ϯмв ̭

 сϚϾϮЮϜ сКϝЛІЮϜ{}0F GÆ =  йжвмF GÆ  дв АтЂϠ ̭ϝЎТE. 

 
 مبرهنة وتعرٌف

 дЪϦЮX  сУЮϑϦ ̭ϝЎТ дв ϣтЮϝ϶ ϼтОм ϣтϚϾϮ ϣКмвϮвE. 
 рмϲϦ сϦЮϜ ϣтϚϾϮЮϜ ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϜ̭ϝЎУЮϜ ЬЪ ЙАϝЧϦX  сϚϾϮ сУЮϑϦ ̭ϝЎТ мк

 рмϲт рϼПЊϒX  ̮Ϡ ϸЮмвЮϜ сϚϾϮЮϜ сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϝϠ имКϸжX  ϾвϼЮϝϠ йЮ Ͼвϼжм

( )Aff X. 

 
 إثبات

.ϣлϮмвЮϜ ЬϝвКцϜ ϼДжϒ 
 

 التطبٌقات التآلفٌة
 

 تعرٌف

 дЪтЮE мF УЮϑϦ дт̭ϝЎТ дттКϝЛІЮϜ дт̭ϝЎУЮϝϠ дтл̵Ϯмв дттE мF  пЯК
.ϞтϦϼϦЮϜ 

 ХтϠАϦ дК ЬмЧж:f E F  й̵жϖ сА϶ ХтϠАϦ ϸϮ̳м ϜϺϖ ̪сУЮϑϦ ХтϠАϦ

: E Fj  :Х̵Чϲт 

( ) ()() ( )2, ,A B E f A f B AB" Í =j  

 ХтϠАϦЮϜ с̵вЂжj  сУЮϑϦЮϜ ХтϠАϦЯЮ сА϶ЮϜ ̭ϾϮЮϝϠf ̮Ϡ йЮ Ͼвϼжм f. 
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 مبرهنة

ЮϑϦ ХтϠАϦ ЬЪ сУ:f E F  ϼ϶фϜм ϤϠϝϪЮϜ ХтϠАϦЮϜ ϝвкϸϲϒ дтЧтϠАϦ ИмвϮв мк

.сА϶ЮϜ иϔϾϮ мк 
 

 إثبات
:РтϼЛϦЮϝϠ ϝжтϸЮ 

()() ( ) ( ) 2, ,f A f B f AB A B E= " Í  

 ϣАЧж ЬϮϒ двмA  дв ϣϦϠϪвE  мM  дв ϣтУтЪ ϝв ϣАЧжE :̵дϗТ 

()( ) ( )f A f M f AM=  

:̵дϒ ϙТϝЪт ϝв мкм 

( ) () ( )f M f A f AM= +  

.ϞмЯАвЮϜ й̵жϖ 
 

 ملحوظات
1 дтϦАЧж ЬЪ ЬϮϒ дв .A  мM  двE сУЮϑϦ ХтϠАϦ ЬЪм ̪:f E F:̵дϗТ ̪ 

( ) () ( )f A AM f A f AM+ = +  

2УЪт Ϻϖ ̪сУЮϑϦ ХтϠАϦ мк сА϶ ХтϠАϦ ЬЪ . Ϻ϶ϒ сf  ̮Ю ϝ̯ЧϠϝАвf. 

3.сА϶ЮϜ йϚϾϮ м ̭ϸϠЮϜ ̭ϝЎТ дв ϣАЧж ϢϼмЊ ̭ϝАКϗϠ сУЮϑϦЮϜ ХтϠАϦЮϜ Рϼ̵Лт . 
 

 أمثلة
1-  дв ϣТ̵ϼЛвЮϜ ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϝЧтϠАϦЮϜ  мϲж  :ЬЪІЮϜ дв скx ax b+  Ϩтϲ

a  мb .дттЧтЧϲ дтϸϸК 

2-  дв ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϝЧтϠАϦЮϜ2  мϲж  :ЬЪІЮϜ дв ск( ),x y ax by c+ + 

 Ϩтϲa ̪b  мc .ϣ̵тЧтЧϲ ϸϜϸКϒ 
3-  дв ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϝЧтϠАϦЮϜn  мϲжm :ЬЪІЮϜ дв ск 

( ) () ()( )1 1, , , ,n mX x x f X f X=  

              :Ϩтϲ 

( )
1

n

i ij j i

j

f X a x b
=

= +ä  

          дЪт ϝвлвi  дв{ }1, ,n 
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 Ϩтϲ( )1
1

i mij
j n

a ¢ ¢
¢ ¢

  м()
1i i n

b
¢ ¢

  дв ϤывϝЛв. 

 
 التطبٌقات التآلفٌة و الفضاءات التآلفٌة الجزئٌة

 مبرهنة
 дЪтЮ:f E F  дЪтЮм .ϝв ϝ̯тУЮϑϦ ϝ̯ЧтϠАϦH  сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ дв ϝ̯тϚϾϮ ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТ

E  сϚϾϮЮϜ сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϝϠ ϝ̯л̵ϮмвH дв E дмЪт ϺϚϸжК .( )f H  ̯̭ϝЎТ

 дв ϝ̯тϚϾϮ ϝ̯тУЮϑϦF  сϚϾϮЮϜ сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϝϠ ϝ̯л̵Ϯмв( )f H дв F. 

 
 إثبات
 дЪϦЮA  дв ϣАЧжH:ϝжтϸЮ ̪ 

{ }/H A H A h h H= + = + Í  

               :йтЯКм 

( ) ( ){ }/f H f A h h H= + Í 

                       () (){ }/f A f h h H= + Í  

                                  () ( )f A f H= +   

 
 مبرهنة
1( ϣ̵̪твϝЧϦЂъϜ пЯК ДТϝϲϦ ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϝЧтϠАϦЮϜ 

2( .рϾϜмϦЮϜ пЯК ДТϝϲϦ ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϝЧтϠАϦЮϜ 

 
 إثبات
1(  дϝЪ ϜϺϖ ̪ЬЛУЮϝϠD :̵дϗТ ϝ̯тУЮϑϦ ϝ̯втЧϦЂв 

/D A D A D= + Í  

мD  дв сϚϾϮ сКϝЛІ ̭ϝЎТE  рмϝЂт иϸЛϠ1:̵дϒ рϒ . 

{}/ \ 0D A u u D= + Í  

:йтЯКм 

() () ( )f D f A f u= + 

                              () ()f A f u= + 
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          Йв ()dim 1f u ¢. 

 йжвм()f D .сУЮϑϦ атЧϦЂв ϝ̵вϖм ϣАЧж ϝ̵вϖ мк 

2(  дЪтЮF  мG  сУЮϑϦ ̭ϝЎТ дв дттϚϾϮ дттУЮϑϦ дт̭ϝЎТE ЮϝϠ дтлϮмвм дт̭ϝЎУ

 дттϚϾϮЮϜ дттКϝЛІЮϜF мG  двE :ϝжтϸЮ .ϞтϦϼϦЮϜ пЯК 

,F A F G B G= + = + 

Ϩтϲ ( ),A B дв ϼЊжК F G³. 

:дмЪт ̵аϪ двм 

                        () () ()f F f A f F= +  

                      м 

                          () () ()f G f B f G= +  

 дϝЪ ϜϺϖ дϺϖ йжвмF  рϾϜмтG  ̵дϗТF GË йтЯКм: 

() ()f F f GË  

 сЮϝϦЮϝϠм()f F рϾϜмт ()f G.ϤϝϠϪшϜ слжж йϠм . 

 
 تركٌب تطبٌقات تآلفٌة

 مبرهنة
Ϻϖ дϝЪ Ϝ:f E F м:g F G ϝвлϠтЪϼϦ ϺϚϸжК дϝЪ ̪дϝтУЮϑϦ дϝЧтϠАϦ 

:g f E G .ϼ϶фϜ мк ϝ̯тУЮϑϦ ϝ̯ЧтϠАϦ 

 
 إثبات
 дЪϦЮA  мB  дв ϝв дтϦАЧжE:дϺϖ ϞϦЪж . 

( )()( )() ()( ) ()( )g f A g f B g f A g f B=  

                       ()()( )g f A f B=  

                            ( )( )g f AB=  

                          ( )( )g f AB=   

А϶ дттА϶ дтЧтϠАϦ ϞтЪϼϦ ̵дϒ ϝвϠм ̵дϗТ ̰сg f  сА϶ЮϜ иϔϾϮ сУЮϑϦ ХтϠАϦ мк

 мкg f  рϒ .g f g f=. 
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 تسمٌة
1 ..сЯϠϝЧϦ м сУЮϑϦ ХтϠАϦ ̵ЬЪ (ϝ̯тУЮϑϦ ̯ытмϲϦ мϒ) ϝ̯тУЮϑϦ ̯ыЪϝІϦ с̵вЂж 
2 ϣКмвϮв сУЮϑϦ ЬЪϝІϦ ̵ЬЪ ϝ̯тϦϜϺ ϝ̯тУЮϑϦ ̯ыЪϝІϦ с̵вЂж . ϣКмвϮв ХϠϝАϦ йЧЯАжв

.йЮмЊм 
 

 مبرهنة
1( ̪сУЮϑϦ ЬЪϝІϦ мк дттУЮϑϦ дтЯЪϝІϦ ϞтЪϼϦ 

2( сУЮϑϦ ЬЪϝІϦ мк сУЮϑϦ ЬЪϝІϦЮ сЂЪЛЮϜ ХтϠАϦЮϜ. 
 

 إثبات
1ϱЎϜм ( 

2 дЪтЮ (:f E F  ̵дϒ ϤϠϪжЮм сУЮϑϦ ЬЪϝІϦ1 :f F E-  .сУЮϑϦ ЬЪϝІϦ 

 ̵дϒ ϤϝϠϪϖ дϺϖ сУЪт1f -  ШЮϺ ϣтП̳Ϡ дЪϦЮм сУЮϑϦ ХтϠАϦA  мB  дв ϝв дтϦАЧжF ̪

:ϝжтϸЮ 

() ()( ) ()( ) ()( )1 1 1 1f f A f B f f A f f B- - - -=  

AB=  
                     :йжвм 

() ()()( )
1

1 1f A f B f AB
-

- - =  

ЪЛЮϜ ХтϠАϦЮϜ ̵дϒ ϝвϠм ̵дϗТ сА϶ ХтϠАϦ мк сА϶ ХтϠАϦЮ сЂ1f -  сУЮϑϦ ХтϠАϦ

 сА϶ЮϜ иϔϾϮ()
1

1f f
-

-=. 

 
 مبرهنة

ϜϺϖ ϝ̯тУЮϑϦ ̯ыЪϝІϦ сУЮϑϦ ХтϠАϦ дмЪт ̪ϜϺϖ АЧТм ̪:̵дϒ рϒ сЯϠϝЧϦ сА϶ЮϜ иϔϾϮ дϝЪ 

f  сУЮϑϦ ЬЪϝІϦf Ú сА϶ ЬЪϝІϦ 

 
 إثبات

 :̵дϒ ϤϝϠϪϗϠ дϝкϼϠЮϜ ̵аϦт ̪ϣЧтЧϲЮϜ сТ 

f  дтϝϠϦвf Ú дтϝϠϦв 

                              м 

f  ϼвϝОf Ú ϼвϝО 
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 ̳в ШϼϦжм.ϘϼϝЧЯЮ ϝ̯жтϼвϦ ЬтЊϝУϦЮϜ ϣОϝтЊ ϣ̵вл 

 
 نتٌجة

 ϣтЯвЛϠ ϢϸмϾвЮϜ ϣтϦϜϺЮϜ ϣтУЮϑϦЮϜ ϤыЪϝІϦЮϜ ϣКмвϮв ϣтжϠ ϝлЮ ϤϝЧтϠАϦЮϜ ϞтЪϼϦ
.ϢϼвϾ 
 

 مبرهنة
 дЪтЮE  м ̪ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТX :ϝжтϸЮ .йжв ̱Ьϝ϶ ϼтО Ϝ̯̭ϾϮ 

1( () () ():Y E X Y Aff X Aff Y" Í Ì Ý Ì  

2(  дмЪтX  сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ дв ϝ̯тϚϾϮ ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТEϜϺϖ ̪ ̪ϜϺϖ АЧТм ̪дϝЪ 

( )Aff X X=. 

3( ( ) ( ) ( )( ){ }2/ ,Aff X MN M N Aff X= Í 

         ( ){ }2/ ,MN M N X= Í   

 
 إثبات
1( :ϝжтϸЮ 

()X Y Aff YÌ Ì  

 ̵дϒ ϝвϠм( )Aff X  рмϲт сϚϾϮ сУЮϑϦ ̭ϝЎТ (̭ϜмϦϲъϜ амлУвϠ) ϼПЊϒ мкX  дϗТ

( ) ()Aff X Aff YÌ. 

2(  
 (Û  

        ϝжтϸЮ( )X Aff XÌ  ̵дϒ ϝвϠм ̪ϝ̯УтϼЛϦX  дв сϚϾϮ сУЮϑϦ ̭ϝЎТE  дмЪм

 ̵дϗТ йЂУж рмϲт ̭ϾϮ ЬЪX  дв сϚϾϮ сУЮϑϦ ̭ϝЎТE  рмϲтX  ̵дϒ ШЮϺ дв сϦϓт

( )Aff X XÌ ϢϜмϝЂвЮϜ двЎт ϝв мкм. 

)Ý 

      .ϱЎϜм 
3(  дϺϖ Ь̵УЪϦжЮ .ϝлϦϝϠϪϖ ХϠЂ ϸЧТ пЮмцϜ ϢϜмϝЂвЯЮ ϣϠЂжЮϝϠ ̪Ϣϼт϶цϜ ϤϜмϝЂвЮϜ ϤϝϠϪϗϠ

:̵дϒ ϤϠϪж рϒ 

( ) ( ){ }2/ ,Aff X MN M N X= Í  

:̭ϜмϦϲъϜ ̵дϒ пЮϖ ̭ϸϠϠ ϘϸϝϠ ϼтІжЮ 
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( ) ( ){ }2/ ,Aff X MN M N XÉ Í  

 ϝвЪ ̪̰д̵тϠ ̵дϒ ϱЎϜм й̵жϒ( ){ }2/ ,MN M N XÍ  дв ϝ̯тϚϾϮ ϝ̯тКϝЛІ ̯̭ϝЎТ дмЪт

Eй̵жϒ Дϲыж дϒ ϝжЮм ̪  ̵рϒ ЬϮϒ дв  ϣАЧжA  двX  дмЪт

( ){ }2/ ,A MN M N X+ Í  дв ϝ̯тϚϾϮ ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТE  рмϲтмX йжК ΗϼϮжт ϝв .

̭ϜмϦϲъϜ( ) ( ){ }2/ ,A Aff X A MN M N X+ Ì + Í  ̭ϜмϦϲъϜ ̵аϪ двм

( ) ( ){ }2/ ,Aff X MN M N XÌ Í .ϞмЯАвЮϜ пЮϖ иϼмϸϠ ЬЊмт рϺЮϜ 

 
  сКϝЛІ ̱̭ϝЎТ ̵ЬЪ ̵дϒ пЎв ϝв сТ ϝжтϒϼ ϸЧЮϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТ дмЪт ̪ ϝжЯЛϮ ϜϺк ̵дϖ

сКϝЛІ ̭ϝЎТ ϣтжϠϠ ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϜ̭ϝЎУЮϜ ϸтмϾϦ ϣтжϝЪвϖ дК Ь̭ϝЂϦж. 
.ϞϝϮтшϝϠ дмЪтЂ ϸ̵ϼЮϜ ̵дϒ ϢϼЧУЮϜ иϺк сТ оϼжЂ 

 
 

 تشعٌع فضاء تآلفً
 

    дЪтЮE  сКϝЛІ ̱̭ϝЎУϠ ϝ̯л̵Ϯмв ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТE  йϦϜϼϪϔв ϣКмвϮвK  мA  ϣАЧж
 дв ϝвE. 

:ХтϠАϦЮϜ ̵дϖ 

:A E E

AM A AM M

j 

+ =
 

.йϦтϔϼ ХϠЂ ϝвЪ сЯϠϝЧϦ 

 сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϜ ϣтжϠ ЬЧжϠ ϝжЮ ϱвЂт ЬϠϝЧϦЮϜ ϜϺкE  сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ пЮϖE .

 дтϦтЯвЛЮϜ Рϼ̵Лж ̪ЬЛУЮϝϠм( )A+   м()AÖ  пЯКE :сЯт ϝвЪ 

( ) ( )
:

,

A

A A

E E E

M N M N AM AN

+ ³ 

+ =j +
 

                 A AM AN= + + 

( ) ( )
:

,

A

A A

K E E

M M AM

Ö ³ 

l lÖ =j l
  

                      A AM= +l 

  ̵дϒ дв ϣЮмлЂϠ Х̵ЧϲϦж( ), ,A A AE + Ö  ЬЧϲЮϜ пЯК ̰сКϝЛІ ̰̭ϝЎТK. 
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 ϣАЧжЮϜ ЬϪвϦ ϨтϲA ЛЮϜ ϣтЯтϸϠϦЮϜ ϢϼвϾЮϜ сТ рϸϝтϲЮϜ ϼЊж( ),A AE +  ЬЪ ϼтДжм

 ϣАЧжM  дв
AE ϣАЧжЮϜ ск M A AM- = -.  

 сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϜ с̵вЂж( ), ,A A AE + Ö  сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ Й̵ЛІвϠ ̪иыКϒ сжϠвЮϜE  сТ

 ϣАЧжЮϜA  ̮Ϡ йЮ Ͼвϼжм
AE. 

 ϣАЧж ϤтϠϪϦ сжЛт сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ ЙтЛІϦ ̵дϖ ϝ̯Ўтϒ ЬмЧжA .йжв 
 

 ملحوظات
1.  ХтϠАϦЮϜ

Aj  ̭ϝжϠ ϞЂϲ ϣтКϝЛІ ϤϜ̭ϝЎТ ЬЪϝІϦ мк
AE. 

2.  ̯̭ϝЎТ ЬЛϮϦ сϦЮϜ ϤϝтЯвЛЮϜ ̵дц ϝ̯тжмжϝЦ ЀтЮ ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϜ̭ϝЎУЮϜ ЙтЛІϦ
 ϝ̯тУЮϑϦE  ϝ̯тКϝЛІ ̯̭ϝЎТ ϣϦϠϪв ϣАЧжϠ ХЯЛϦϦA Ϣ̵ϸК ̭ϝІжϖ дЪвт й̵жϗТ йтЯКм .

 сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ дв ϝ̯ЦыАжϜ ϣтКϝЛІ ϤϜ̭ϝЎТE. 
 

 المعالم الكارتٌزٌة
 تعرٌف

 дЪтЮE  сКϝЛІ ̱̭ϝЎУϠ ϝ̯л̵Ϯмв ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТE  иϸЛϠn . 

 ϝ̯тϾтϦϼϝЪ ϝ̯вЯЛв с̵вЂж мϺn  ̯ϼϝЊϦ϶Ϝ ϝ̯тϾтϦϼϝЪ ϝ̯вЯЛв мϒ) Ϝ̯ϸЛϠ(Ϝ  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎУЮE  ̵ЬЪ

 ϣтϚϝжϪ( ),W  ϨтϲW  сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ дв ϣАЧжE  (аЯЛвЮϜ ϾЪϼвϠ ϝкмКϸж) м

  ̮Ю ЀϝЂϒE.  

 ϝв ϣАЧж ϤϝтϪϜϸϲϖ с̵вЂж ̵аϪ двмM  двE  аЯЛвЮϜ сТ( ),W  ИϝЛІЮϜ( )1, , nx x  

 двnK :ϨтϲϠ 

1

n

i i

i

M x e
=

W =ä  

                 Йв{}
1

i
i n

e
¢ ¢

= . 

 ̵дϒ ДϲъϤϝтϪϜϸϲϖ  ̵ЬЪ ̱ϾЪϼв W  ̵рϒ сТ  ̱ЀϝЂϒ  рϺn Ϝ̯ϸЛϠ км  амϸЛвЮϜ ИϝЛІЮϜ

( )0 0 , ,0n K KK
=. 

 
 
   ̵Ϧϲ ϝжжϖ ϣТϝЎшϝϠ ϣтУЮϑϦ ϤϝЧтϠАϦ ск ϣтА϶ЮϜ ϤϝЧтϠАϦЮϜ ̵дϒ АЧТ РϼЛж ϣДϲЯЮϜ п

ϝкϝжЧЂ сϦЮϜ ϣЯϪвцϜ пЮϖ  иϺлЮ ϝжУтϼЛϦ ϸжК ϤϝЧтϠАϦЮϜ ϣКмвϮв ̭ϜϼϪшм ϤϝЧтϠАϦЮϜ
 ̵ϸЧж ϣтУЮϑϦЮϜ.ϢϼтлІЮϜ ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϝЧтϠАϦЮϜ ЌЛϠ а 
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 الانسحابات و التحاكٌات 

 اتالانسحاب
 تعرٌف

 сУЮϑϦ ̱̭ϝЎУЮ ϝ̯ϠϝϲЂжϜ с̵вЂжE  йКϝЛІu  двE  ЬЪІЮϝϠ ̱Рϼ̵Лв ХтϠАϦ ЬЪ
:сЮϝϦЮϜ 

:
u
t E E

M M u



+
  

 
 قضٌة
ъϜ мк ϞϝϲЂжϦЬЪϝІ  мк сА϶ЮϜ иϔϾϮ сУЮϑϦ( )u E E

t Id Id=. 

 
 إثبات

:й̵жц ФϸϝЊ ̭ϝКϸъϜ ϜϺк ̵дϖ ̪ЬЛУЮϝϠ 

( ) ()()( )( )2, ,
u u

A B E t A t B u A u B" Í = + +  

            ( )( )AC A BD B= + +    дтЧтϠАϦЮϜ ϼвО дв)Aj  мBj( 

          ( )E
CD AB Id AB= = =  ̵дц)u AC BD= =( 

 дмЪм
E

Id  ̵аϪ двм .сА϶ ХтϠАϦ
u E

t Id=. 

 ̵дц сЯϠϝЧϦ мкм
E

Id .ШЮϺЪ 

 
 نتٌجة

ъϜ ϣКмвϮв сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ пЯК ϤϝϠϝϲЂжE  ск ϤϝЧтϠАϦЮϜ ϞтЪϼϦ ϣтЯвЛϠ ϢϸмϾвЮϜ
вϾ ХϠϝАвЮϜ ХтϠАϦЮϜ ϞЛЯт ϣтЯтϸϠϦ Ϣϼ

0 E
t Id=  иϺк сТ рϸϝтϲЮϜ ϼЊжЛЮϜ ϼмϸ

 ϝлжв ϼЊжК ЬЪ ЙϦвϦт ϝвЪ ϢϼвϾЮϜ
u

t  ϼЊжЛЮϜ мк ϝлжв ϼтДжϠ
u

t
-
. 

 
 مبرهنة

 сУЮϑϦ ХтϠАϦ дмЪт:f E E  мк сА϶ЮϜ иϔϾϮ дϝЪ ̪ϜϺϖ АЧТм ̪Ϻϖ ϝ̯ϠϝϲЂжϜ

 ХϠϝАвЮϜ ХтϠАϦЮϜ пЯКE  рϒ
E

f Id=. 
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 إثبات

:дϺϖ д̵тϠжЮ йϲтЎмϦ ХϠЂ АϼІЮϜ амϾЮ ̵дϖ 
:АϼІЮϜ ϣтϝУЪ 

 ̵дϒ ЌϼϦУжЮ
E

Id f=  ̵дϒ ϤϠϪжмf .ϞϝϲЂжϜ ϺϚϸжК дмЪт 

 ϣАЧж ШЮϺ ϸЊЦ дЪϦЮM  двE  мA  дв ϣϦϠϪв ϝв ϣАЧжE:ϝжтϸЮ ̪ 

( ) ( )
() ( )
()

()

()

f M f A AM

f A f AM

f A AM

A Af A AM

M Af A

= +

= +

= +

= + +

= +

  

 ИϝЛІЮϜ ̵дϒ ϤϠϪжЮ()Af A  ϣАЧжЮϝϠ ХЯЛϦт ъ ϤϠϝϪA ϣАЧж ШЮϺ ϣтП̳Ϡ дЪϦЮ .B  двE 

 ̵дϒ ϤϠϪжЮм() ()Af A Bf B=:ϝжтϸЮ ̪ЬЛУЮϝϠм . 

() () ()()Af A Bf B AB f A f B= Ú =  

( )AB f AB

AB AB

Ú =

Ú =

    

.ϝ̯вмϸ ϣЧ̵Чϲв 

  ̪ϣЊы϶ЮϜf  йКϝЛІ ϞϝϲЂжϜ()Af A  двE  ϨтϲA  дв ϝв ϣАЧжE. 

 
 حاكٌاتالت

 تعرٌف

 дЪтЮE  сКϝЛІ ̱̭ϝЎУϠ ϝ̯лϮмв ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТEЮм ̪ дЪϦW  дв ϣϦϠϪв ϝв ϣАЧжE ̪

 мk  дв ϣтвЯЂ*K { }( )\ 0Kk KÍ. 

 иϾЪϼв ̱ШϝϲϦ с̵вЂжW  йϦϠЂжмk  дв ̱ХтϠАϦ ̵ЬЪE  мϲжE:сЯт ϝвЪ РϼЛв ̪ 

M M k M¡=W+ W  
 

 ترمٌز
 ϾЪϼвЮϜ рϺ сЪϝϲϦЯЮ ϾвϼжW  ϣϠЂжЮϜ мk  ϾвϼЮϝϠ,khW. 
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 ملحوظتٌن

1 сЪϝϲϦЮϜ ϾЪϼв .,khW .сЪϝϲϦЮϜ ϜϺк ХТм ϢϸвϝЊ ϣАЧж ск 

2 дв дтКмж Шϝжк ..̯ъϝвϮϖ ϸмвЊЮϜм ̪ϣАЧжϠ ϣАЧж ϸмвЊЮϜ ̪ϸмвЊЮϜ 
 

 مبرهنة
 сЪϝϲϦЮϜ,khW  иϾЪϼв рϺЮϜW  йϦϠЂжмk дв *K сА϶ЮϜ иϔϾϮ сУЮϑϦ ЬЪϝІϦ мк .

 мк( ),k E E
h kId kIdW =. 

 
 إثبات
 дЪϦЮM  дв ϝв ϣАЧжE:ϝжтϸЮ ̪ 

( )

() ( )
,

,

k

k E

h M k M

h kId M

W

W

=W+ W

= W + W

  

 йжвм,khW  сА϶ЮϜ иϔϾϮ сУЮϑϦ ХтϠАϦ
E

kId  ̵дϒ ϝвЪ,khW  ̵дц сЯϠϝЧϦ
E

kId 

.ШЮϺЪ 
 

 أمثلة
1-  йϦϠЂж рϺЮϜ сЪϝϲϦЮϜ1  пЯК ХϠϝАвЮϜ ХтϠАϦЮϜ мкE. 
2-  йϦϠЂж рϺЮϜ сЪϝϲϦЮϜ1- .рϾЪϼв ϼДϝжϦ мк 
3-  ̱̭ϝЎТ ϢϼмЊ аϝК ЬЪІϠм ̪йЮ ̱ϾϜмв атЧϦЂв мк ̱ШϝϲϦ ХТм атЧϦЂв ϢϼмЊ

 .йЮ ̱ϾϜмв ̰сϚϾϮ ̰сУЮϑϦ ̰̭ϝЎТ мк ̱ШϝϲϦ ХТм сϚϾϮ сУЮϑϦ 
 

 نتٌجة
м ϞϝϲЂжъϜϦЮϜ.рϾϜмϦЮϜм ϣтвϝЧϦЂъϜ пЯК дϝДТϝϲт сЪϝϲ 

 
 مبرهنة

 дЪтЮk  дв Ϝ̯ϼЊжКK ( )k KÍ  м:f E E АϦ ХтϠАϦЮϜ сА϶ЮϜ иϔϾϮ ϝ̯тУЮϑϦ ϝ̯ЧтϠ

E
kId рϒ .

E
f kId=:дмЪт ϺϚϸжК . 

1( f  дϝЪ ̪ϜϺϖ АЧТм ̪ϜϺϖ ϝ̯ϠϝϲЂжϜ1 k=̪ 
2( f  дϝЪ ̪ϜϺϖ АЧТм ̪ϜϺϖ ̱ШϝϲϦ0 ķ. 
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 إثبات
1( .ЬϠЦ дв ϝлϦϝϠϪϖ ХϠЂ 

2(  ̵дϖ  ϝ̯УтϼЛϦ Х̵Чϲв АϼІЮϜ амϾЮϣЮϝϲ ̵дϗТ АϼІЮϜ ϣтϝУЪЮ ϣϠЂжЮϝϠм1 k=  ϸЦ

 ̵дϒ дϺϖ ЌϼϦУжЮ иϼЪϺ РЯЂ ϝвЪ ϝкϝжϮЮϝК
E

f kId= м { }0,1kÍ  ̵дϒ ϤϠϪжм

f .̱ШϝϲϦ 

 ̵дϒ ϤϝϠϪшf :й̵жϒ ϤϝϠϪϖ сУЪт ̱ШϝϲϦ 

( ),M E f M k M" Í =W+ W  

 ЙвW  дв ϝв ϣАЧжE. 
 ϣАЧж ШЮϺ ЬтϠЂ сТ дЪϦЮM  двE  ϣАЧж ШЮϺЪмA  дв ϣϦϠϪвE:ϝжтϸЮ ̪ 

( ) ( )f M f A AM= + 

() ( )
() ( )

f A f AM

f A k AM

= +

= +
  

 ̵дϒ ϤϝϠϪшf  ̵дϒ д̵тϠж дϒ сУЪт ̱ШϝϲϦf ̮Ϡ ϝлЮ Ͼвϼж ϢϸвϝЊ ϣАЧжϠ ЙϦвϦт W  Ьϝϲ сТ

ϝкϸмϮмж рϒ . дϒ ϤϠϪ()f W =W. 

 ̵дϒ ЌϼϦУжЮW :̵дϒ ЌϼУЮϜ ϜϺк дК ϞϦϼϦт ̪ϢϸмϮмв 

() ()f f A k AW =WÚ + W=W  

  ()A Af A k A A AÚ + + W= + W       

                       ()Af A k A AÚ + W= W
 

                       ()( )1Af A k AÚ = - W
 

                  
( ) ()

( ) ()

1

1

1

1

A k Af A

A k Af A

-

-

Ú W= -

ÚW= + -
  

 ̵дϒ д̵тϠжЮW  ̮Ϡ ХЯЛϦϦ ъA:̵дϒ ϤϝϠϪϖ ϸтϼж рϒ . 

( ) ( ) () ( ) ()
1 12, , 1 1A B E A k Af A B k Bf B
- -

" Í + - = + -  

 ШЮϺ ϣтП̳Ϡ дЪϦЮA  мB  дв дтϦАЧжE:ϝжтϸЮ . 
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( ) () ( ) ()()

( ) ()( ) ( ) ()( )
( ) () ( ) ()

( ) () ()( )

1 1

1 1

1 1

1

1 1

1 1

1 1

1

A k Af A B k Bf B

A A k Af A A B k Bf B

k Af A AB k Bf B

k Af A Bf B A

- -

- -

- -

-

+ - = + - *

Ú + - = + -

Ú - = + -

Ú - - =

( ) () () ()()( )
( ) ( )( )
( )( )

1

1

1

1

1

1

B

k Af A Bf A f A f B AB

k AB f AB AB

k AB k AB AB

AB AB

-

-

-

Ú - - - =

Ú - - =

Ú - - =

Ú =

 

                      .ϝ̯вмϸ ϣЧ̵Чϲв 
 дтϦАЧж рϒ ЬϮц ϣϲтϲЊ Ϣϼт϶цϜ ϢϜмϝЂвЮϜ ̵дϒ ϝвϠмA  мB  двE  ϔТϝЪϦЮϜ двТ

 ϢϜмϝЂвЮϜ дмЪϦ сЧАжвЮϜ()*  дтϦАЧжЮϜ ϤжϝЪ ϝ̯тϒ оϼ϶цϜ ск ϣЧ̵ЧϲвA  мB  дв

E. 
дϺϖ W  дв ϣϦϠϝϪ ϣАЧжE  ϣАЧжЮϝϠ ХЯЛϦϦ ъмA:̵дϒ ШЮϺ дв сϦϓт . 

( ) (),M E f M f k M" Í = W + W  

      k M=W+ W     

 ̵дϒ рϒf  ̱ШϝϲϦ  иϾЪϼвW м йϦϠЂжk  Ϩтϲ( ) ()
1

1A k Af A
-

W= + -  ϣЮϝϲ сТ

1 ķ  ЙвA  дв ϣАЧжE  ϣЮϝϲ сТ ϝ̵вϒ1 k=  ϣАЧж ̵ЬЪ ̵дϗТW  двE  сϠЯϦ
.ϞЯАЮϜ 
  

 العبارة التحلٌلٌة للانسحاب

 дЪтЮ( ),= WR  мϺ) ϝ̯тϦϼϝЪтϸ ϝ̯вЯЛвn  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎУЮ (Ϝ̯ϸЛϠE  ̱̭ϝЎУϠ ϝ̯л̵Ϯмв

 сКϝЛІE. 
 

 дЪтЮ
u

t  ̮Ю ϝ̯ϠϝϲЂжϜE  йКϝЛІ( )1, ,
t

nu= a a  двE  дЪϦЮм

( )1, , nM x x=  дв ϝв ϣАЧжE ϞϝϲЂжыЮ ϣтЯтЯϲϦЮϜ ϢϼϝϠЛЮϜ ̵дϗТ йтЯКм .
u

t 

:ск 
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( ) ( )1 1, , , ,n nM x x M x x¡ ¡ ¡= =  

                  ( )
u

t M M u= = + 

         :Йв 

()

1 1 1

2 2 2

n n n

x x

x x

x x

¡= +aë
î¡= +aî
*ì
î
î¡= +aí

  

                   ̵дцM M u¡W =W +  

 дϝЪ ϜϺϖ ЀЪЛЮϝϠмf  ̮Ю ϝ̯тУЮϑϦ ϝ̯ЧтϠАϦE  ск ϣтЯтЯϲϦЮϜ йϦϼϝϠК()*  ̵дϗТf  ϞϝϲЂжϜ

 йКϝЛІ( )1, ,
t

nu= a a. 

 
 العبارة التحلٌلٌة للتحاكً

 дЪтЮ( ),= WR  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎУЮ ϝ̯тϦϼϝЪтϸ ϝ̯вЯЛвE  ̱й̵Ϯмв сКϝЛІ ̱̭ϝЎУϠE ̪

 дЪтЮм,A kh  иϾЪϼв ̱ШϝϲϦ( )1, , nA a a=  йϦϠЂжмk  двK*. 

 сЪϝϲϦЯЮ ϣтЯтЯϲϦЮϜ ϢϼϝϠЛЮϜ,A kh  сТR :ск 

( )1, , nM x x M A k AM¡= = +  

                   :Ϩтϲ 

()

( )

( )

( )

1 1 1 1

2 2 2 2

n n n n

x a k x a

x a k x a

x a k x a

¡ë = + -
î
¡= + -î

*ì
î
î¡= + -í

  

:ЬЪІЮϜ дв ϢϼϝϠК ЬЪ ЀЪЛЮϝϠм 
 

1 1 1

2 2 2 */

n n n

x kx b

x kx b
k K

x kx b

¡= +ë
î¡= +î

Íì
î
î¡= +í
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 йКϝЛІ ϞϝϲЂжϜ ϢϼϝϠК мк( )1, ,
t

nu b b=  ϣЮϝϲ сТ1 k=  ϣЮϝϲ сТ ЬϪвтм

1 ķ  йϦϠЂж рϺЮϜ сЪϝϲ̵ϦЮ ϣтЯтЯϲϦ ϢϼϝϠЛЮϜk  ϢϸвϝЊЮϜ ϣАЧжЮϜ иϾЪϼвмL 
:ϣЦыЛЮϝϠ ϣТ̵ϼЛвЮϜ 

( )1, , nL= l l 

         :Ϩтϲ 

( ) { }
1

1 , 1, ,i ik b i n
-

l = - " Í  

          :рϒ 

( )( )
1

11 , , nk b b
-

L= -  

 ϢϼϝϠЛЮϜ ̵дϒ пЮϖ ϼтІж дϒ ϝжϠ рϼϲ()* :дмЪ дК ϣвϮϝж 

( )M A k M A¡W =W + W -W 

 
 العبارة التحلٌلٌة لتطبٌق تآلفً

 дЪтЮ:f E G  Ϩтϲ ϝ̯тУЮϑϦ ϝ̯ЧтϠАϦE  мG  ̮Ϡ дтл̵Ϯмв дттУЮϑϦ дт̭ϝЎТE  м

G .ϞтϦϼϦЮϜ пЯК 

E  мG  дттϦϼϝЪтϸ дтвЯЛвϠ дϜϸмϾв( ),= WR  м( ),¡ ¡ ¡= WR .сЮϜмϦЮϜ пЯК 

 ̮Ϡ ϾвϼжA  сА϶ЮϜ ХтϠАϦЮϜ ϣТмУЊвЮf  ̮Ю сА϶ЮϜ ̭ϾϮЮϜ)f  дтЂϝЂчЮ ϣϠЂжЮϝϠ (

  м¡. 

 ̮Ϡ Ͼвϼж ЬϪвЮϝϠмB  ϣАЧжЮϜ ϤϝтϪϜϸϲϖ ϣТмУЊвЮ()f W  сТ¡R. 

 ̮Ϡ ϝ̯Ўтϒ ϾвϼжмX  ϣТмУЊвЮ ϣАЧжЮϜ ϤϝтϪϜϸϲϖM  сТR. 

 ̮Ϡ Ϝ̯ϼт϶ϒ Ͼвϼж ϝвЪY  ϣАЧжЮϜ ϤϝтϪϜϸϲϖ ϣТмУЊвЮ( )f M  сТ¡R. 

:ϺϚϸжК ϝжтϸЮ 
.Y A X B= +  

:ϣтЮϝϦЮϜ ϣтКϝЛІЮϜ ϣЦыЛЮϜ дв ϣЛϠϝж Ϣϼт϶цϜ иϺк ̵дϒ пЮϖ ϢϼϝІшϜ сТ ИϼЂжЮ 

( ) ( ) ()f M f M f¡ ¡W = W +W W  

 
 لفضاء تآلفً جزئً التمثٌل الوسٌطً

 تعرٌف

 сϚϾϮ сУЮϑϦ ̱̭ϝЎУЮ ϣл̵Ϯмв ϣЛІϒ ϣЯϚϝК с̵вЂжF  йл̵ϮмвЮ ̱ЀϝЂϒ ̵ЬЪF. 
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 مثال

.йкϝϮϦϜ йтϮмϦ ИϝЛІ мкм ϸϲϜм й̵Ϯмв ИϝЛІ йЮ сУЮϑϦ атЧϦЂв ЬЪ 
 

 ملحوظة
.ϸтϲм сжЛϦ ъ иыКϒ ЬϝϪвЮϜ сТ "ϸϲϜм" ДУЮ ̵дϒ Дϲъ 

 
 تعرٌف
 ϤжϝЪ ϜϺϖ{ }1, , pu u  сϚϾϮЮϜ сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЯЮ ϣл̵Ϯмв ϣЛІϒ ϣЯϚϝКF  ϤжϝЪмA 

 дв ϝв ϣАЧжF :ХтϠАϦЮϜ ̵дϗТ 

( )1

1

:

, ,

P

P

n i i

i

K F

A u
=

j ½½

l l + lä
  

.сЯϠϝЧϦ 
 пКϸтмϠ сϚϾϮЮϜ сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЯЮ сАтЂмЮϜ ЬтϪвϦЮϝF. 

 
 مبرهنة

1 сУЮϑϦ атЧϦЂв ЬЪ (()D :ЬЪІЮϜ дв ϝ̯тАтЂм ̯ытϪвϦ ЬϠЧт 

()K

A u

 D

l +l

  

 ϨтϲA  дв ϣАЧж()D  м() uD =  Йвu  дв ИϝЛІE. 

2 ( сУЮϑϦ ̱мϦЂв ЬЪ()P :ЬЪІЮϜ дв ϝ̯тАтЂм ̯ытϪвϦ ЬϠЧт 

()

( )

2

,

K P

A u v



a b +a +b
  

 ϨтϲA  дв ϣАЧж()P  Йвu  мv  дв дтКϝЛІE  ϨтϲϠ() { },P u v= 

 إثبات
ϱЎϜм 

 
 أمثلة

1-  сУЮϑϦ ̱мϦЂв сТ сУЮϑϦ атЧϦЂв ЬЪ()D :ЬЪІЮϜ дв ϝ̯тАтЂм ̯ытϪвϦ ЬϠЧт 
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x a

y b

= +laë
ì
= +lbí

  

 Ϩтϲl  дв ϼЊжК*K  Йв() u
aå õ

D = =æ ö
bç ÷

  м( ),A a b=  дв ϣАЧж()D. 

2-  иϸЛϠ сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ сТ3 сУЮϑϦ ̱атЧϦЂв ЬЪ ̪()D  дв ϝ̯тАтЂм ̯ытϪвϦ ЬϠЧт йжв

:ЬЪІЮϜ 
x a

y b

z c

= +laë
î
= +lbì

î= +lgí

  

 Ϩтϲ( ), ,A a b c=  дв ϣАЧж()D  Йв() u

aå õ
æ ö

D = = bæ ö
æ ögç ÷

  м*KlÍ. 

3-  иϸЛϠ сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ сТ3 сУЮϑϦ ̱мϦЂв ЬЪ ̪()P  дв ϝ̯тАтЂм ̯ытϪвϦ ЬϠЧт йжв

:ЬЪІЮϜ 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

x a

y b

z c

= +la +l aë
î
= +lb +l bì

î= +lg +l gí

  

:Ϩтϲ 

( )() ()
1 2

1 2

1 2

, , , , .A a b c P P u v

ë ûa aå õ å õ
î îæ ö æ ö

= Í = = b = bì üæ ö æ ö
î îæ ö æ ög gç ÷ ç ÷í ý

  

4-  ϤжϝЪ ϜϺϖA  мB  сАтЂмЮϜ ЬтϪвϦЮϜ ̵дϗТ сУЮϑϦ ̱мϦЂв дв дтϦϾтϝвϦв дтϦАЧж

 сУЮϑϦЮϜ атЧϦЂвЯЮ( )AB :ЬЪІЮϜ дв мк 

( )K AB

A AB



l +l

  

     атЧϦЂвЮϜ РЊжЮ сАтЂмЮϜ ЬтϪвϦЮϜ дмЪтм[ )AB сЯт ϝвЪ: 

[ )AB

A AB

+

l +l
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5-  ϤжϝЪ ϜϺϖA ̪B  мC  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ дв ϢϸϲϜм ϣвϝЧϦЂϜ пЯК ϤЂтЮ АϝЧж ϨыϪ

 иϸЛϠ2 n¢  рмϦЂвЯЮ сАтЂмЮϜ ЬтϪвϦЮϜ дмЪт ϺϚϸжК( )ABC :ЬЪІЮϜ дв 

( )

( )

2

,

K ABC

A AB AC



a b +a +b
  

   ) ̱мϦЂв РЊжЮ сАтЂмЮϜ ЬтϪвϦЮϜ ϝ̵вϒP:ЬЪІЮϜ дв дмЪтТ ( 
()

( ),

P

A u v

+³ 

a b +a +b
  

    Ϩтϲ() { },P u v=  мA  дв ϝв ϣАЧж()D. 

 
                                       P    

           u        A              

                                 M                             
               v 

                                                                     ()D  

 
 
 
 

        оϼ϶ϒ ϣтУЮϑϦ ϤϝЧтϠАϦ ϸϮмϦ сЪϝϲϦЮϜм ϞϝϲЂжъϜ пЮϖ ϣТϝЎшϝϠ ̪ϣЧтЧϲЮϜ сТ
 ϤϝЧтϠАϦЮϜ иϺк ̵дϒ ̵ъϖ....̪РЮϑϦЮϜ ̪ϼДϝжϦЮϜ ̪АϝЧЂъϜ :ЬϪв ϣтУЮϑϦЮϜ ϣтжϠЮϜ пЯК ϣТмЮϓв

 амлУвϠ ϣТϼЛв ϞЯАϦϦ ϣтУЮϑϦЮϜ ϝлϦϜϺ ϸϲ сТ ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϝЧтϠАϦЮϜ дК ϣтвкϒ ЬЧт ъ
ϝЧтϠАϦЮϜ иϺк РтϼЛϦ ЬϮϔжЂ ШЮϺЮ.ϣтЮϝϦЮϜ ϝжϦϼЧТ ϸЛϠ ϝв пЮϖ Ϥ 

 
     ϝжϦТϼЛв дв аЯЛж Ϡ ̪сА϶ЮϜ ϼϠϮЮϝϸЛ̳т сА϶ЮϜ ϬϾвЮϜ амлУв ̵дϒ  ̯вмлУвϝ  ̯тЂϝЂϒ ϝ

̫ϣтϚϾϮЮϜ ϣтКϝЛІЮϜ ϤϜ̭ϝЎУЮϜ РтϼЛϦЮ сЂϝЂцϜ ϼϮϲЮϜ млТ ϣтКϝЛІЮϜ ϣтжϠЮϜ сТ Ϻϖ 
 ШЮϺЪм йϦЛІц сА϶ЮϜ ϬϾвЯЮ ϣϠЂжЮϝϠ Ϣ̵ϼЧϦЂв ϣКмвϮв сКϝЛІЮϜ ̭ϝЎУЮϜ дмЪт

тϠАϦЮϜ ̱ϣЛІц сА϶ ϬϾв ЬЪ Ь̵мϲт сА϶ЮϜ Х йЧЯАжв дв  ϼмЊЮ сА϶ ϬϾв пЮϖ
ϣЛІцϜ иϺк. 

 ϬϾвЮϜ амлУв ϼмϸЮ ̯ыϪϝвв Ϝ̯ϼмϸ ϞЛЯтЂ ϱϮϼвЮϜ амлУв ̪ϣтУЮϑϦЮϜ ϣЮϝϲЮϜ сТ й̵жϒ ϼтО
.ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϜ̭ϝЎУЮϜ сТ сА϶ЮϜ  
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 المرجح

 
 مبرهنة وتعرٌف

 дЪϦЮ
1A ̪2A ̪...̪nA  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ дв АЧжE м

1k̪2k̪...̪
nk  дв ϤϝтвЯЂ

 ЬЧϲЮϜK  АϼІЮϜ Х̵ЧϲϦ
1

0
n

i

i

k
=

¸ä ̳Ϧ ϺϚϸжК ̪ Ϣϸтϲм ϣАЧж ϸϮмG  двE  ̯ыϲ дмЪϦ

ϣтКϝЛІЮϜ ϣЮϸϝЛвЯЮ: 

1

0
n

i i

i

k GA
=

=ä  

 ϣАЧжЮϜ п̵вЂϦG  ϣЯвϮЮϜ ϱϮϼвϠ( ){ }
1

,i i i n
A k

¢ ¢
. 

 
 إثبات
:ϸмϮмЮϜ 
 дЪϦЮA  дв ϣАЧжE:ϝжтϸЮ . 

1 1 1

0 0
n n n

i i i i i

i i i

k GA k GA k AA
= = =

= Ú + =ä ä ä  

                     

1

1

1

1

1

1

n

i in
i

i

i

n

i in
i

i

i

AG k AA

k

G A k AA

k

=

=

=

=

Ú =

Ú = +

ä
ä

ä
ä

 

:ϣтжϜϸϲмЮϜ 
 оϼ϶ϒ ϣАЧж ϸмϮм ЌϼϦУжЮC  двE :ϣЮϸϝЛвЯЮ ̯ыϲ дмЪϦ 

1

0
n

i i

i

k CA
=

=ä  

               :̵дϒ ШЮϺ дК аϮжт 

( )
1

0
n

i i i

i

k GA CA
=

- =ä  
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   :йжвм 

( )
1

0
n

i i i

i

k GA AC
=

+ =ä  

                    :рϒ 

1

0
n

i

i

GC k
=

=ä  

 ̵дϒ ϝвϠм
1

0
n

i

i

k
=

¸ä  ̵дϗТ ϝ̯ЎϼТ0GC=  ̵аϪ двм G C=. 

 
 ترمٌز

 ϣЯвϮЮϜ ϱϮϼвЮ Ͼвϼж( ){ }
1

,i i i n
A k

¢ ¢
  ϾвϼЮϝϠ

1

i

i i n

A
G bary

k
¢ ¢

è ø
= é ù

ê ú

. 

 
 مبرهنة
1 ϼтО ϸϸЛЮϜ ЀУж сТ йϦывϝЛв ЬЪ ϝжϠϼЎ ϜϺϖ ϱϮϼвЮϜ ϼ̵тПϦт ъ (.амϸЛвЮϜ 

2 дϝЪ ϜϺϖ (
1

1
n

i

i

k
=

=ä :̵дϗТ 

1 1

1

1 n n

i i i in
i i

i

i

AG k AA G A k AA

k = =

=

= Ú = +ä ä
ä

  

                          
1

n

i i

i

G k A
=

Ú =ä 

3 ϝ̵вЮ сА϶ЮϜ ϬϾвЮϜ дв ϣ̵Њϝ϶ ϣЮϝϲ мк ϱϮϼвЮϜ ̪сКϝЛІ ̭ϝЎТ сТ (
1

1
n

i

i

k
=

=ä. 

 
 إثبات

 ϝ̯жтϼвϦ йЪϼϦж ϼмЂтвм ЬлЂ.ϘϼϝЧЯЮ 
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 أمثلة

1-  дϝЪ ϜϺϖik k=  дϝЪ ϝ̯тϒi  дв{ }1,...,n вЮϜ ̵дϗТ ϤϝТϝЂвЯЮ Ϝ̯ϾЪϼв п̵вЂт ϱϮϼ

ϦвЮϜЂтмϝϣ  ϝжтϸЮм
1

1n

i

i

G A
n=

=ä :̵дц 

1 1

1 1

n n
i

i in n
i i

i

i i

k k
G A A

k k= =

= =

= =ä ä
ä ä

  

                               
1

1n

i

i

A
n=

=ä 

2- ϝТϼА сϦЮϜ ϣЛАЧЮϜ РЊϦжв мк дттмϝЂϦв дтЯвϝЛвϠ дтϦАЧж ϱϮϼв дтϦϝк ϝк
ЬЧϲЮϜ дϝЪ ϜϺϖ дтϦАЧжЮϜ  K=  сТм дтϦтϚϝжϪ ϾЪϼв мк ϱϮϼвЮϜ  ИмвϮв)
 ϣвЂЦ ϝвлϦϝϠЪϼв2.( 

 
 مبرهنة

 ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϝЧтϠАϦЮϜ.ϱϮϼвЮϜ пЯК ДТϝϲϦ 
 

 إثبات
 дЪтЮ:f E F м ϝ̯тУЮϑϦ ϝ̯ЧтϠАϦ1A̪...̪ nAм йжв ϝ̯АϝЧж1k̪...̪ nk  дв ̱ϤϝтвЯЂ

 ЬЧϲЮϜK  ϸтЧЯЮ дКϺϦ
1

0
n

i

i

k
=

¸ä. 

 ̵дϒ ЌϼϦУжЮмG  ϣЯвϮЯЮ ϱϮϼв( ){ }
1

,i i i n
A k

¢ ¢
  ̵дϒ рϒ

1

0
n

i i

i

k GA
=

=ä :̵дϒ д̵тϠжм 

()( )
1

0
n

i i

i

k f G f A
=

=ä  

   :̵дϒ Ϻϖ ШЮϺЪ мкм 

()( ) ( )
1 1

n n

i i i i

i i

k f G f A k f GA
= =

=ä ä  

                        ()
1

0 0
n

i i

i

f k GA f
=

å õ
= = =æ ö
ç ÷
ä 
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 ملحوظة

 дϝЪ ϜϺϖ
1

1
n

i

i

k
=

=ä :̵дϗТ 

()
1 1

n n

i i i i

i i

G k A f G f A k AA
= =

å õ
= Ý = +æ ö

ç ÷
ä ä  

                 () () ( )
1

n

i i

i

f G f A k f AA
=

Ý = +ä 

           () () ()( )
1

n

i i

i

f G f A k f A f A
=

Ý = +ä  

                            () ( )
1

n

i i

i

f G k f A
=

Ý =ä 

  
 مبرهنة

 ̳в ϣтϚϾϮЮϜ ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϜ̭ϝЎУЮϜ ̰ϣЧЯП .ϱϮϼвЮϜ ̭ϜϾϖ 
 

 إثبات

 дЪтЮE  сКϝЛІ ̱̭ϝЎУϠ ϝ̯л̵Ϯмв ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТE  мF  дв ϝ̯тϚϾϮ ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТE 

 сϚϾϮ сКϝЛІ ̱̭ϝЎУϠ ϝ̯л̵ϮмвF  двE дЪϦЮ .A  дв ϝв ϣАЧжF  ϨтϲϠ

F A F= + дЪϦЮм .
1A̪...̪nA  дв АЧжF м

1k̪...̪
nk  дв ϤϝтвЯЂK  ϨтϲϠ

1

0
n

i

i

k
=

¸ä ̵дϒ ϝвϠ .
iA  пЮϖ свϦжϦF  ЬЪ ЬϮϒ двi  дв{ }1, ,n :̵дϗТ 

{ }1, , , /i i ii n u F A A u" Í $ Í = +  

           :йжвм 

11

1

1 n
i

i in
ii i n

i

i

A
G bary G A k AA

k
k =¢ ¢

=

è ø
= Ý = +é ù

ê ú
ä

ä
  

                   

 
1

1

1 n

i in
i

i

i

G k A

k =

=

Ý = ä
ä
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1

1

1 n

i in
i

i

i

G A k u

k

G A F F

=

=

Ý = +

Ý Í + =

ä
ä   

.ϱϮϼвЯЮ ϣϠЂжЮϝϠ ϼЧϦЂв сϚϾϮ сУЮϑϦ ̭ϝЎТ ЬЪ йжвм 
 

 مبرهنة
дЪϦЮ 

1A̪...̪nA  сУЮϑϦ ̭ϝЎТ дв АЧжE м
1k̪...̪nk  дв ϤывϝЛвK  ϨтϲϠ

1

0
n

i

i

k
=

¸ä ЬϮϒ дв .j  дв{ }1, ,n  ϨтϲϠ
1

0
n

i

i

k
=

¸ä :ЙЎж 

1

i

j

i i n

A
G bary

k
¢ ¢

è ø
= é ù

ê ú

  м
1

i

i i n

A
G bary

k
¢ ¢

è ø
= é ù

ê ú

  

:ϺϚϸжК ϝжтϸЮ 

1

1

1

j j n

j

i j n

i

G A A

G bary
k k k

+

+

=

è ø
é ù

= é ù
é ùê ú
ä

  

 
 إثبات
 ̵дϒ ϝвϠG :̵дϗТ ϣЯвϮЯЮ ϱϮϼв 

1

1

1 1

1

1

1

n

i in
i

i

i

j n

i i i in
i i j

i

i

G k A

k

k A k A

k

=

=

= = +

=

=

è ø
= +é ù

ê ú

ä
ä

ä ä
ä

  

  
 
 

( )
1

1

1 n

i in
i

i

i

G k A u

k =

=

Ý = +ä
ä
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11

1 1

1 1 11

1 1

nj

ii j n
i ji

i i i in j n n
i i j

i i ii
i i i ji

kk

k A k A

k k kk

= +=

= = +

= = = +=

è øè ø
é ùé ù
é ùé ù= +
é ùé ù
é ùé ù

ê ú ê ú

ää
ä ä

ä ä ää
 

                            1

1

1 1

1

j

i n
i

j i in n
i j

i i

i i

k

G k A

k k

=

= +

= =

= +
ä

ä
ä ä

  

1

1

1

.

j j n

j

i j n

i

G A A

bary
k k k

+

+

=

è ø
é ù

= é ù
é ùê ú
ä

  

 
 أمثلة
ϦЮ дЪA  мB  сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЮϜ дв дтϦАЧж2  мk  .амϸЛв ϼтО сЧтЧϲ ϸϸК дЪтЮм
a  мb  дв дтϸϸК*   ϨтϲϠ0a+b¸ . 

1-  ϣЯвϮЮϜ ϱϮϼв( )( ){ }, , ,A k B k  ϣвтЧϦЂвЮϜ ϣЛАЧЮϜ РЊϦжв мк[ ]A B :̵дц 

0 0kGA kGB GA GB+ = Ú + = 

2-  ϣЯвϮЮϜ ϱϮϼв( )( ){ }, , ,A Ba b  атЧϦЂвЮϜ дв ϣАЧж мк( )AB :̵дц 

( )0GA GB GA BAa +b = Ú a+b =b  

                      AG AB
b

Ú =
a+b

  

¶  дϝЪ ϜϺϖ0 1
b

¢ ¢
a+b

  ϣАЧжЮϜ ̵дϗТG  пЯК ЙЧϦ[ ]A B. 

¶  дϝЪ ϜϺϖ1
b

¢
a+b

  ϣАЧжЮϜ ̵дϗТG  дв атЧϦЂв РЊж пЮϖ свϦжϦ( )AB   

 ̮Ϡ ϸмϸϲвЮϜB  рмϲт ъмA. 

¶  дϝЪ ϜϺϖ0
b

²
a+b

  ϣАЧжЮϜ ̵дϗТG  дв атЧϦЂв РЊж пЮϖ свϦжϦ( )AB 

 ̮Ϡ ϸмϸϲвЮϜA  рмϲт ъмB. 
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 ملحوظات

1 ϤжϝЪ ϜϺϖ .G  ϣЯвϮЮ ϝ̯ϲϮϼв( ){ }
1

,i i i n
A k

¢ ¢
  ϣЮϝϲ пЮϖ ИмϮϼЮϜ ϝ̯вмϸ ϝжжЪвт й̵жϗТ

G  ϣЯвϮЮ ϱϮϼв( ){ }
1

,i i i n
A k

¢ ¢
¡  Йв

1

1
n

i

i

k
=

¡=ä  ЙЎмϠ ШЮϺм

1

i
i n

i

i

k
k

k
=

¡=

ä
  ЬЪ ЬϮц

i  дв{ }1, ,n. 

 ϣЮϝϲ сТ ϱϮϼвЮϝϠ ϣЧЯЛϦвЮϜ ϭϚϝϦжЮϜ дв ϸтУϦЂж м ϣЯлЂ ϤϝϠϝЂϲЮϜ дмЪϦ ̵аϪ двм

1

1
n

i

i

k
=

=ä. 

2 дЪтЮ .a   мb дтϼЊжК  двK  ϨтϲϠ0¸a+b:дмЪт ϺϚϸжК . 

( ) 3, , ,
0

A B A B C
A B C E bary bary

è ø è ø
" Í =é ù é ù

a b a bê ú ê ú
  

3- 
*, ,

A
A E k K A bary

k

è ø
" Í " Í = é ù

ê ú
  

 
 التحدب

 сϦϓт ϝв ЬЪ сТE  ЬЧϲЮϜ пЯК сКϝЛІ ̭ϝЎТ ϞϸϲϦЮϜ амлУв ̵дц ШЮϺ ̪

 дЪтЮм .ϝ̯ϠϦϼв ̯ыЧϲ ϞЯАϦтE  ̮Ϡ ϝ̯л̵Ϯмв ϝ̯тУЮϑϦ ̯̭ϝЎТE. 
 

 تعرٌف
 дЪϦЮA  мB  дв дтϦАЧжE  ϝкϝТϼА ϣвтЧϦЂв ϣЛАЦ с̵вЂжA  мB ϣКмвϮв ̪

 дтϦАЧжЮϜ ϱϮϜϼвA  мB  ϾвϼЮϝϠ ϝлтЮϖ Ͼвϼжм ϣϠϮмв ϤывϝЛвϠ дтϦЧТϼвЮϜ[ ]A B 

:рϒ 

[ ]{ }/ 1, , 0A B A B= a +b a+b= a b²  

 ̪мϒдϝтЂ ϼвцϜм 

[ ] ( ){ }1 / 0 1A B tA t B t= + - ¢ ¢ 

 
 تعرٌف

ϾϮ дК ЬмЧж ̭G  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ двE  ̰Ϟ̵ϸϲв й̵жϖ :АϼІЮϜ Х̵ЧϲϦ ϜϺϖ 

( ) [ ]2, ,A B G A B G" Í Ì  
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 أمثلة
1-  ̵ϸϲв ̭ϾϮ мк сУЮϑϦ ̭ϝЎТ дв сϚϾϮ сУЮϑϦ ̭ϝЎТ ЬЪ ̭ϜϾϖ ̰ϼЧϦЂв й̵жц Ϟ

.ϱϮϼвЮϜ 
2-  ϤъϝϮв  ск ̭̰ϜϾϮϒ .ϣϠ̵ϸϲв 

3-  ϣКмвϮвЮϜ{ }/ 1F z z= Í ¢  дтϸϸК ЬЪ ЬϮϒ дв й̵жц ϣϠ̵ϸϲвz  мw  двF 

 ЬЪмa  дв[ ]z w :̵дϗТ 

( )1 , 0 1tz t w ta= + - ¢ ¢  

                :йжвм 

( ) ( )1 1 1t z t w t ta ¢ + - ¢ + - ¢  

 йтЯКмa  пЮϖ свϦжтF м йжв[ ]z w  сТ омϦϲвF.ϞмЯАвЮϜ ̵аϪ двм . 

 
 ملحوظة

 мк сУЮϑϦ ̭ϝЎТ дв сϚϾϮ сУЮϑϦ ̭ϝЎТ ЬЪ̭ϾϮ  ̵ϸϲвϞ  ϙАϝ϶ ЀЪЛЮϜ дЪЮ Ь̵вϓϦ
 дв ϣлТϝϦЮϜ ϼтПЮϜ ϤъϝϮвЮϜ  ̭ϝЎУЮϜ дК ϣУЯϦ϶вЮϜ  ̵рϓЪ)  ̱ЬϝϮв  ̱ϸмϸϲв 

.(̯ыϪв 
 

 قضٌة
1̪ϣвтЧϦЂвЮϜ ЙАЧЮϜ пЯК ДТϝϲϦ ϣтУЮϑϦЮϜ ϤϝЧтϠАϦЮϜ ( 
2 ЙАϝЧϦ ( ̭̱ϜϾϮϒ  ̵ϸϲв ̭̱ϝЎТ дв ϣϠ  ̵ϸϲв ̭ϾϮ мк сУЮϑϦ̪Ϟ 
3ϝ̪̯Ϡϸϲв Ϝ̯̭ϾϮ ϢϼмϼЎЮϝϠ ЀтЮ сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ дв ̱ϣϠ̵ϸϲв ̱̭ϜϾϮϒ ϸϝϲϦϜ ( 
4 ХТм ̱Ϟ̵ϸϲв ̱̭ϾϮ Ηрϒ ϢϼмЊ (ϝ̪̯Ϡϸϲв Ϝ̯̭ϾϮ дмЪт сУЮϑϦ ХтϠАϦ  
5.Ϟ̵ϸϲв ̭ϾϮ мк сУЮϑϦ ХтϠАϦ ХТм Ϟ̵ϸϲв ̭ϾϮЮ ϣтЂЪЛЮϜ ϢϼмЊЮϜ ( 

 
 إثبات

:̵дϓϠ ϼ̵ЪϺжЮ 

G  Ϟ̵ϸϲв ̭ϾϮ( ) [ ]2, ,A B G A B G" Í Ì Ú 

 Ϩтϲ[ ] ( ){ }1 / 0 1A B tA t B t= + - ¢ ¢. 

 
1( 

( ) [ ]( ) ( )( ){ }2, , 1 / 0 1A B E f A B f tA t B t" Í = + - ¢ ¢ 
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()( )(){ }1 / 0 t 1tf A t f B= + - ¢ ¢  

                       () ()f A f Bè ø=ê ú   

         
2( 

    дЪϦЮ( )
1i i n

G
¢ ¢

  сУЮϑϦ ̭ϝЎТ дв ϣϠϸϲв ̭ϜϾϮϒ дв ϣЯϚϝКE  ЙЎжЮ
1

n

i

i

G G
=

= 

:̵дϒ ϤϠϪжЮм 

( ) [ ]2, ,A B G A B G" Í Ì  

     :̵дц ШЮϺЪ мкм 

( ) [ ] { }2, , , 1, ,iA B G A B G i n" Í Ì " Í  

           йжвм[ ]
1

n

i

i

A B G G
=

Ì =. 

3( 
    сТ ϤъϝϮвЮϜ ϸϝϲϦϜ ̵дϒ Дϲъ .ϢϼмϼЎЮϝϠ ̯ъϝϮв ЀтЮ 
4( 
    дЪтЮG  дв ϝ̯Ϡ̵ϸϲв Ϝ̯̭ϾϮE:ϝжтϸЮ . 

( ) () () [ ]( ) ()2, ,A B G f A f B f A B f Gè ø" Í = Ìê ú  

 ̵дц[ ]A B  сТ омϦϲвG. 

 
5 ( 

( ) () () [ ]( ) ()2 1 1 1 1, ,A B G f A f B f A B f G- - - -è ø" Í = Ìê ú  

 ̵дц[ ]A B  сТ омϦϲвG. 

 
 بعض التطبٌقات التآلفٌة: الاسقاط، التناظر، التآلف.

  сϦϓтЂ ϝв ЬЪ сТE  сКϝЛІ ̱̭ϝЎУϠ й̵Ϯмв сУЮϑϦ ̭ϝЎТE  ЬЧϲЮϜ пЯК
K = Ù Ù ̪F  мG  дв дттϚϾϮ дттУЮϑϦ дт̭ϝЎТE  дт̭ϝЎУϠ дтл̵Ϯмв

 дттϚϾϮ дттКϝЛІF  мG  двE .сЮϜмϦЮϜ пЯК 
 

 تذكٌر
 дϝЪ ϜϺϖE F G= Ä :̵дϗТ 
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, ! , ! /u E x F y G u x y" Í $ Í $ Í = + 

 
 تآلفًالاسقاط على فضاء 

 تعرٌف
1:ХтϠАϦЮϜ с̵вЂж ( 

()

:
F

F

E E

u x y u x

P 

= + P =
  

 пЯК сА϶ЮϜ АϝЧЂъϜ ̮ϠF  ϢϜϾмвϠG. 
2:ХтϠАϦЮϜ с̵вЂж ( 

()

:
G

G

E E

u x y u y

P 

= + P =
  

 пЯК сА϶ЮϜ АϝЧЂъϜ ̮ϠG  ϢϜϾмвϠF. 
 

 تعرٌف
 дϝЪ ϜϺϖE F G= Ä  пЯК ϝ̯АϝЧЂϜ с̵вЂж ϝжжϗТF  ϢϜϾмвϠG :ХтϠАϦ ЬЪ 

 
,

/
.

M F

MM G

Íëî
ì

¡Íîí

  
( )

:P E E

M P M M



¡=
  

.(ШЮϺ дв ϸЪϓϦ) ϸтϲм мкм 
 

 مبرهنة
 сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ пЯК АϝЧЂъϜF  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ ϢϜϾмвϠG .сУЮϑϦ ХтϠАϦ мк 

 
 إثبات
 дЪϦЮA  мB  дв дтϦАЧжE. 

  ЙЎж()P A A¡=  м()P B B¡= дмЪϦТ .A¡  мB¡  дв дтϦАЧжF  мBB¡̪AA¡ 

 дв дϝКϝЛІG:ϝжтϸЮ ̵аϪ двм . 

AB AA A B B B¡ ¡ ¡ ¡= + +  

      ( )A B AA B B¡ ¡ ¡ ¡= + +    

 ̵дϒ ϝвϠAB  дв ИϝЛІE  мA B¡ ¡  пЮϖ свϦжтF  мAA B B¡ ¡+  пЮϖ свϦжтG 

 ̵дϗТ( )F
AB A B¡ ¡P = :йтЯКм 
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()() ( )P A P B A B AB¡ ¡= =P  

 ̵дϒ ϝвϠмP  АϝЧЂъϜ ̵дϗТ сА϶ ХтϠАϦP  пЯКF  ϢϜϾмвϠG  иϔϾϮ сУЮϑϦ ХтϠАϦ
 сА϶ЮϜ АϝЧЂъϜ мк сА϶ЮϜP . Ϩтϲ) ϝжЛЎм

F
P=P  ϾтвϼϦЮϜ ϜϺлϠ ДУϦϲжЂм

.(ϣϲϜϼЊ ШЮϺ Ры϶Ϡ ϼІж аЮϝв 
 

 قضٌة
 сА϶ЮϜ ̭ϾϮЮϜ ЀУж ϝвлЮм ϝв ϣАЧж сТ дϝЧϠϝАϦт дϜϺЯЮϜ дϝтУЮϑϦЮϜ дϝЧтϠАϦЮϜ

.дϝЧϠϝАϦв 
 

 إثبات
 дЪтЮf  мg  ϝвлЧЯАжв дϝтУЮϑϦ дϝЧтϠАϦE  ϝвлϠЊвмF  ϝв ϣАЧж ϸмϮм ЌϼϦУжЮмA 

 двE  ϝлЯϮϒ дв Х̵ЧϲϦт() ()f A g A=  дϒ ШЮϺЪ ЌϼϦУжЮмf g=:ϝжтϸЮ . 

 ϣАЧж ЬЪ ЬϮϒ двM  двE: 

( ) ( )f M f A AM= +  

                           

() ( )

() ( )

( )
( )

f A f AM

g A g AM

g A AM

g M

= +

= +

= +

=

  

.ϣϠмЯАвЮϜ ϢϜмϝЂвЮϜ скм 
 

 مبرهنة
 дЪтЮf  дв ϝ̯тУЮϑϦ ϝ̯ЧтϠАϦE  мϲжE ХтϠАϦЮϜ дмЪт .f  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ пЯК ϝ̯АϝЧЂϜF 

 сУЮϑϦ ̭ϝЎТ ϢϜϾϜмвϠG  дϝЪ ̪ϜϺϖ АЧТм ̪ϜϺϖf f f=. 

 
 إثبات

:АϼІЮϜ амϾЮ 
 дЪϦЮM  дв ϝв ϣАЧжE. 

 ̵дϒ ϝвϠf  пЯК АϝЧЂϜF  ̵дϗТ( )f M  пЮϖ свϦжϦF  ̵дϒ аЯЛжмF  АϝЧж ϣКмвϮв ск

f дϺϖ .ϢϸвϝЊЮϜ ( )( ) ( )f f M f M= дЪϦ ϝвлвM  двE йтЯКм ̪f f f=. 
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:АϼІЮϜ ϣтϝУЪ 
 ̵дϒ ϝвϠf :̵дϗТ ̰сУЮϑϦ дттУЮϑϦ ϞтЪϼϦм сУЮϑϦ 

f f f f f f= Ý =  

f  пЯК сА϶ АϝЧЂϜ мкImF f=  ϢϜϾмвϠkerG f=. 

f :̵дц ϢϸвϝЊ ϣАЧж ЬЦцϜ пЯК ЬϠЧт 

( )( ) ( ),M E f f M f M" Í =  

 дЪϦЮA  ХТм ϢϸвϝЊЮϜ АЧжЮϜ иϺк оϸϲϖf  ЙЎжF A F= +  мG A G= +  

 дЪтЮмg  пЯК ϝ̯тУЮϑϦ ϝ̯АϝЧЂϜF  ϢϜϾмвϠG йтЯКм .Im Img f=  мker kerg f=  

 рϒf g= ̵дϒ ϝвϠм .A  пЮϖ свϦжϦF  ̵дϗТ()g A A= :йтЯКм 

() ()g A f A A

g f

ë = =î
ì
=îí

  

 дϺϖf=g  ̵дϒ ϝвϠмg  ̵дϗТ ̭ϝІжшϝϠ АϝЧЂϜf .ϼ϶цϜ мк АϝЧЂϜ 
 

 بالنسبة لفضاء تآلفً التناظر
 تعرٌف

 дЪтЮP  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ пЯК АϝЧЂъϜF  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ ϢϜϾмвϠG )E F G= Ä .(
 ̮Ю ϣϠЂжЮϝϠ Ϝ̯ϼДϝжϦ с̵вЂжF  ϢϜϾмвϠG  ХтϠАϦ ЬЪS  дв ̱Рϼ̵ЛвE  мϲжE  ХТϼтм

 ϣАЧж ЬЪϠM  ϣАЧжЮϜM¡  ϨтϲM  мM¡ :ϣтЮϝϦЮϜ ϣϚТϝЪϦвЮϜ ϝтϝЎЧЮϜ оϸϲϜ дϝЧ̵ЧϲϦ 

1( ( ) ( ) ( )M S M P M MP M¡= = +  

2( ( )2MM MP M¡=  

3( ( ) ( )P M M P M M¡=-  

4( 
1 1

,
2 2

MM G M M F¡ ¡Í + Í  

5( ( )2M P M M¡= - (̯ъϝвЛϦЂϜ ϼϪЪцϜ скм) 

 
 مثال

 дЪϦЮW  дв ϣАЧжEДϝжϦЮϜ п̵вЂт . АтЂϠЮϜ сУЮϑϦЮϜ ̭ϝЎУЯЮ ϣϠЂжЮϝϠ ϼ{}W  ϢϜϾмвϠ

E  пЮϖ ϣϠЂжЮϝϠ рϾЪϼвЮϜ ϼДϝжϦЮϝϠW. 
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 ملحوظة
 дϝЪ ϜϺϖP  дϝЪм ϝв сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ ϢϜϾмвϠ сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ пЯК ϝ̯АϝЧЂϜS  ϼДϝжϦЮϜ

:̵дϗТ йЮ ХТϜϼвЮϜ 
2 ES P Id= -  

 
 نظرٌة

 сУЮϑϦ ̱̭ϝЎУЮ ϣϠЂжЮϝϠ ϼДϝжϦЮϜF  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ ϢϜϾмвϠG .сУЮϑϦ ХтϠАϦ мк 
 

 إثبات
 дЪϦЮA  мB  дв дтϦАЧжE:ϝжтϸЮ . 

()() () () ()

() ()() () ()()

2

2 2 2

S A S B S A S B P B B

P A A S A S B P A P A P B A BA

+ = = -

+ + = + + +
  

        :̵аϪ двм 

()() ()()2S A S B P A P B BA= +  

                         

()()

( )

( )( )

2

2

2
E

P A P B AB

AB AB

Id AB

= -

= P -

= P-
 

 

 ХтϠАϦЮϜ ̵дϒ ϝвϠP  м
E

Id  ϼДϝжϦЮϜ ̵дϗТ дϝтА϶S  мк сА϶ЮϜ иϔϾϮ сУЮϑϦ ХтϠАϦ

2
E

IdP-. 

 
 مبرهنة
 дЪтЮf  дв ϝ̯тУЮϑϦ ϝ̯ЧтϠАϦE  мϲжE ХтϠАϦЮϜ дмЪт ̪f  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎУЮ ϣϠЂжЮϝϠ Ϝ̯ϼДϝжϦ

 дϝЪ ̪ϜϺϖ АЧТм ̪ϜϺϖ сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ ϢϜϾмвϠ
Ef f Id=. 

 
 إثبات
(Û  

      ̵дϒ ЌϼϦУжf  ̵дϒ дкϼϠжм ϼДϝжϦ
Ef f Id= ϣАЧж ШЮϺ ЬϮϒ дв дЪϦЮ .M 

 двE :ϝжтϸЮ 

( )( ) ( )( )2f f M f P M M= -  
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( )( ) ( )( )( )2 Ef f M f P Id M= -  

( )( )

( )( ) ( )

2

2 2 2

f P M M

P P M M P M M

= -

= - - +
 

 
) АϝЧЂъϜ ̵дцP (ϱϮϼвЮϜ пЯК ДТϝϲт( )( ) ( )4 4P P M P M M= - +  

                ) ̵дцP P P=(    M= 

                                            ( )EId M=    

  йжвм
Ef f Id=. 

)Ý  

     ̵дϒ дфϜ ЌϼϦУжЮ
Ef f Id=  ̵дϒ д̵тϠжмf .ϼДϝжϦ 

     ̵дϒ ϝвϠ
E

f f f f Id= =  

 ̵дϗТf  ̮Ю ϣϠЂжЮϝϠ сА϶ ϼДϝжϦImF = P  ϢϜϾмвϠkerG= P Ϩтϲ ̪P  АϝЧЂъϜ

 ̮Ю ХТϜмвЮϜ сА϶ЮϜF. 

 дЪϦЮM  дв ϝв ϣАЧжE  ϣАЧжЮϜ ̵дϒ д̵тϠжЮм
( )

2

M f M+
  ХТм ϢϸвϝЊf:ϝжтϸЮ ̪ 

( )
( ) ( )21 1

2 2 2

M f M
f f M f M
å õ+

= +æ ö
ç ÷

  

( )

( )

1 1

2 2

2

f M M

f M M

= +

+
=

    

дϺϖ f  дЪϦЮм ЬЦцϜ пЯК ϢϸвϝЊ ϣАЧж ЬϠЧтA  ЙЎж АЧжЮϜ иϺк оϸϲϖF A F= +  м

G A G= +. 
 ̵дϒ ϝвϠF G EÄ =  ϼДϝжϦ ϸϮмт й̵жϗТg  ̮Ю ϣϠЂжЮϝϠF  ϢϜϾмвϠG. 

 дЪЮg сА϶ ϼДϝжϦ  Ϝ̯ϺϖIm Im gFP= = P  мker ker gGP= = P  йтЯКм

gP=P.  ̵аϪ двмg f=. 

 ̵дϒ ϝвϠмA  дв ϣАЧжF  ̵дϗТ()g A A=  сЮϝϦЮϝϠмf g=  ̵дцf g=  м

() ()g A f A=  йжвмf  дмЪЮ ϼДϝжϦg .̭ϝІжшϝϠ ШЮϺЪ 
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   التآلف
 تعرٌف
 дЪтЮP  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ пЯК ϝ̯АϝЧЂϜF  сУЮϑϦ ̱̭ϝЎТ ϢϜϾмвϠG )E F G= Ä.( 

 ϢϸКϝЧЮϜ мϺ ϝ̯УЮϑϦ с̵вЂжF иϝϮϦъϜм ̪G  ϣϠЂжЮϜмa  дв*  ХтϠАϦ ̵ЬЪf  Рϼ̵Лв
 пЯКE :АϼІЮϜ Х̵Чϲт 

( )( ) ( ),M E P M f M P M M" Í =a  

 
 نظرٌة
 РЮϑϦЮϜf  ϢϸКϝЧЮϜ мϺ ̪F  иϝϮϦъϜмG  ϣϠЂжЮϜмa  дв*иϔϾϮм сУЮϑϦ ХтϠАϦ мк ̪ 

 ХтϠАϦЮϜ мк сА϶ЮϜ( )1
E

Id-a P+a Ϩтϲ  ̵дϓϠ ϼ̵ЪϺж P  сА϶ЮϜ ̭ϾϮЮϜ мкЮ ̮

ϜАϝЧЂъ  пЯКF  ϢϜϾмвϠG. 
 

 إثبات
:РЮϑϦЮϜ РтϼЛϦ дв ϝжтϸЮ 

( ) ( ) ( ),M E f M P M P M M" Í = +a  

 дЪϦЮA  дв ϣϦϠϪв ϣАЧжE:ϝжтϸЮ ̪ 

( ) ( ) ( )f M P M P M A AM= +a +a 

                
( ) ( )

( )( )1

A AP M AP M AM

M P M

= + -a +a

=a + -a
  

 оϼ϶ϒ ϣлϮ дв дЪϦЮM  мN  дв дтϦАЧжE:ϝжтϸЮ ̪ 

( ) () ( )( ) ( )()1 1f M f N M P M N P N- =a + -a -a + a-  

 
( ) ( ) () () ( )

( )( ) ( ) ()( )1

M N P M P N P N P M

M N P M P N

=a - + - +a -a

=a - + -a -
 

:йжвм 

()( ) ( )()( )1f N f M NM P N P M=a + -a  

                      ( )( )( )1
E

Id NM= a + -a P  

 

 ̵дϒ ϝвϠм( )1
E

Ida + -a P  РЮϑϦЮϜ ̵дϗТ сА϶ ХтϠАϦf  сА϶ЮϜ иϔϾϮ сУЮϑϦ ХтϠАϦ

( )1
E

f Id=a + -a P. 
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 أمثلة
1(  йϦϠЂж рϺЮϜ РЮϑϦЮϜ1 ̪ХϠϝАвЮϜ ХтϠАϦЮϜ мк 
2 йϦϠЂж рϺЮϜ РЮϑϦЮϜ (1- .ϼДϝжϦ мк 
 

 البنٌة التآلفٌةساب فً قواعد الح

1 (( ) 2, , 0A B E AB A B AA" Í + = Ø =  

2 (( ) 3, , ,A B C E AB BC AC" Í + = (ЬϝІ ϣЦыК) 

3 (( ) 2, ,A B E AB BA" Í =-  

4 (( ) 4, , , ,A B C D E AB CD AC BD" Í = Ú =  

5 (, /M E A E u E M A uÍ Ý$ Í $ Í = + 

6 (( ) 2, /u E A B E u ABÍ Ý$ Í = 

7 (( )
2

, , ,u v E A E u A v A u v" Í " Í + = + Ú = 

8 (( ) ( ) ( ) ( )
2

, , ,u v E A E u v A u v A v u A" Í " Í + + = + + = + + 

9 (, , 0u E A E u A A u" Í " Í + = Ú =  

11 (( ), ,u E A E A u A u" Í " Í + = 

11 ϣАЧж ϤтϠϪϦ) ЙтЛІϦЮϜ ϸжК (A ( :дмЪт 
                                 

( ) ( )2 2, , , , 1)M N E K M N A AM AN" Í " a b Í + = + +  

                       2) M A AMa = +a      

            3) M N A AM ANa +b = +a +b  

           4) M N A AM ANa -a = +a -a 

             A NM= +a     
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